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Erster Teil. 

Die Thetafanktion nnd ihre Anwendungen. 



Kapitel I. 

Theorie der Riemann'schen Thetafunktion. 

§ 1. Das Jacobf sehe ümkehrproblem. 

Ans der Theorie der elliptischen Funktionen ist bekannt, 
yne befruchtend die Jacobi'sche Idee, die obere Grenze des 
elliptischen Integrals I. Gattung als Funktion des Integral- 
werts anzusehen, auf die Theorie der elliptischen Funktionen 
eingewirkt hat. Es wirft sich daher naturgemäljs die Frage 
auf, ob es nicht möglich und nützlich ist, fttr p >> 1 eine 
ähnliche Frage zu stellen und zu lösen. 

Einen ersten Fingerzeig in dieser fiichtung giebt uns 
die Umkehrung des Aberschen Theorems für Integrale 
I. Gattung. Bezeichnen, wie gewöhnlich, M^,w„...Wp die 
;> Normalintegrale L Gattung, so folgt aus der Gültigkeit 
der p Beziehungen 

die sich auch in der Form 

S(«i) + ---+^i«*(«i»)=-«*i«i(ap + i) — ••• — ^^(««) + ^X(Ä) 

x=l 

schreiben lassen, die Existenz einer Funktion t der Klasse, 
die in «^^ . . . a, gleich 0^ und in ßi . . .ßq gleich oo^ wird. 

Landfriadt, Theiafanktionen. 1 



2 I. Die Thetafunktion und ihre Anwendungen. 

Einer solchen Funktion kann man, wenn sie eine Fnnktioa 
n. Gattung ist, nach dem Biemann-Roch'schen Satze anfser 
den Unsteti^eitspnnkten noch x = g — p Nnllpunkte 
Op^i . ,. aq vorschreiben; dann sind die übrigen Nnllpunkte 
a. . . . Op im allgemeinen vollkommen bestimmt. Schreiben 
wir also abkürzend 

ff 

80 liefern uns die p Beziehungen 

%M + "' + ^f^(<h) = ^fiy (jM = 1, 2 . . .p) 

des Al^eFschen Theorems das erste Beispiel eines Systems 

VW p Kongruenzen, das p Punkte a^.,.ap vollständig be- 

p 
0ttiSßmt durch die p Summen ^ u^^ (a^) der Werte, die jedes 

der p Normalintegrale in diesen Punkten annimmt 

Wir werden so, in natürlicher Verallgemeinerung, dazu 
geführt, folgende Aufgabe ins Auge zu fassen: 

ill||Bfe6r Aus den p Kongruenzen: 

1-) «*|u(oi) + W|it (««) + ... W|u(ai,)=»M (iw = l,2...p), 

worin v^.^.y^ beliebig gegebene Eonstanten 
und u^...Vp die p Normalintegrale I. Gattung 
sind, die p Punkte a^...ap^ wenn möglich, in 
Funktion von i?, ...Vp zu bestimmen. 

Das in 1?) vorkommende Eongruenzzeichen drückt aus^ 

dafs die linke Seite von 1?) gleich v^ sein soll bis auf ein 
System 

(^*)/4 = 9f^^^ + *!• öfti + . . . + Äp . a^p 

zusammengehöriger Perioden von t«^ . . . tip. — In 1?) sind 
die unteren Grenzen der Integrale vollkommen willkürlich ; 

wir können daher die Eongruenzen 1?) auch ersetzen durch: 



§2. Die Thetafonktion: Gnmdeigenschaften derselben. 
y^o allgemein 
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ist, und das Eongrnenzzeichen ausdrückt, dafs für jedes x 
der Integrationsweg von c^ nach a^ in allen p Beziehangen 

2?) derselbe sein soll. 

Die Aufgabe, aus 1^) oder 2?) die Koordinaten «x, z^ 
der Punkte ax(x=l...p) als Funktionen yon v^...Vp zu 
beatinunen, heilst das Jacobi'sche Umkehrproblem im 
engeren Sinne.*) Das Jacobi'sche Umkehrproblem im 
weiteren Sinne besteht in der Aufgabe, rationale, sym- 
xnetrische Funktionen der Koordinaten s^jZxy die sogenannten 
AbeTschen Funktionen, durch die Konstanten t?^ ...Vp 
darzustellen. 

A^f den ersten BUck ist nicht ersichtlich, warum man 
nicht für |?]>1, wie für /)=1, die obere Grenze eines 
Integrales u als Funktion des Integralwertes v bestimmen 
könnte. Setzt man aber ein solches Umkehrproblem 



w«« 



an, so ergeben sich die Koordinaten von a nicht mehr als 
eindeutige, sondern als unendlich vieldeutige Funktionen 
von v; und ähnliches würde gelten, so lange die Anzahl der 
zur Formulierung des Umkehrproblems benutzten Integrale 
<;p ist. Für den Beweis hiervon verweisen wir aaf 
Jacobi I.e. und Glebsch-Gordan, Abersche Funktionen, 
pag. 130 ff. Siehe auch Baker: Abelian Functions, 
pag. 237 ff. 



§ 2. Die Thetaf nnktion ; Grundeigrenschaften 

derselben. 

In der Theorie der elliptischen Funktionen (p = 1) 
wird die Lösung des Umkehrproblems geleistet mit Hilfe 
gewisser, von Jacobi selbst eingeführter Funktionen, der 



*) Jacobi, Ges. W. Bd. U. pag. 7 ff. u. 28 ff. od. GreUes Journal 
Bd. Xm. pag. 55. 



4 L IMe Thetafimktion und ihre Anwendungen. 

vier sogenannten Jacobfschen Thetafunktionen. Es sind 
das unendliche Beihen von der allgemeinen Form: 

•fo» 



msB — 0» 



die schon ihrer ausgezeichneten Eigenschaften wegen es ver« 
dienen, untersucht zu werden. Diese Beihen ermöglichen 
nicht nur die Lösung des Umkehrproblems im Falle p = 1, 
sondern beherrschen auch, ihrer charakteristischen Eigen- 
schaften wegen, die ganze weitere Theorie der elliptischen 
Funktionen. 

Es lag daher sehr nahe, auch für ein allgemeines p 
die Lösung des Umkehrproblems mit Hilfe einer geeigneten 
Verallgemeinerung der Jacobf sehen ^-Beihe zu versuchen. 
Biemann hat diesen Versuch zuerst unternommen und auch 
durchgeführt. Die von ihm als Verallgemeinerung der 
Jacobi'schen ^-Beihe eingeführte Beihe hat die Form 

p p p 

+a» +• +«. 2 2 a m m^ + 2z m V 

1») 2* 2... 2^-'-'" '-'"\ 
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worin 

ist, m^jm^ ...mp ganze Zahlen bedeuten, und v^, ..., t7^...t7p 
unabhängig variabele Grölsen sind. 

Die Summe der Beihe 1 ?), falls diese Beihe konvergiert, 
bezeichnen wir mit 

und nennen ^((t?)) eine ^-Funktion mit den Moduln a^y 
und den Argumenten Vj^..,v^. Setzen wir nun noch, 
mit Ghristoffel*), abkürzend: 

p p 
3?) 2^ ^a^» m^ «^ = ((m)). 



^) Ghrlstoffel, Math. Annalen, Bd. 54, pag. 351. 



§ 2. Die Thetaftmktion: Gnindeigeiischaften derselben. 
SO haben wir für ^((t?)) die Defimtionsformel : 
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4t) t^((f))=2'... 2' **^^"^^+'.ir'' 

Die erste Frage, die für die durch 1?) definierte ^- 
Reihe zn erledigen ist, ist die Frage nach der Konvergenz 
dieser Reihe. 

Denkt man sich v^ nnd ^{(m)) in ihre reellen nnd 
imaginären Bestandteile zerlegt: 

((m)) = (p {{m)) + i.xp ((m)) , 
so heifst die |>-fach unendliche Reihe 

8=2; -i; /'("•>) +%l,'"''-^ 
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die Modulreihe von 1?). Nach Prinzipien aus der all- 
gemeinen Funktionentheorie ist dann die Reihe 1 ^ konver- 
gent, und zwar unabhängig von der Reihenfolge der Summa- 
tionen, sobald die Modulreihe 8 konvergiert. Diese 
letztere Reihe mufs also auf ihre Konvergenz untersucht 
werden. 

Von dem ersten Summanden q) ((m)) im Exponenten des 
allgemeinen Gliedes von haben wir (Theorie der algebr. 

Funktionen etc. § 21?) den Satz bewiesen: Sind die Moduln 
a^v die Periodizitätsmoduln der Riemann'schen Normal- 
integrale an den Querschnitten L...bp, so ist q>({m)) eine 
vollständige, negative, quadratiscne Form, d. h. g) ((m)) ist 
< , so lange es =^ ist, und wird nur dann Null, wenn 
alle m gleich werden. Von den Gröfsen w^ ... »ip ist 
dabei für die Richtigkeit dieses Satzes nur das eine ver- 
langt, dafs sie reelle (ganze oder gebrochene) Zahlen seien. 

Jede reelle quadratische Form q) {{a)) dieser Art unter- 
scheidet sich also, so lange z. B. 

!< = ! 



6 I. Die Thetftfiinktion und ihre Anwendnngen. 

ist, Yon der Kuli immer um eine positive endliehe Zahl a, 
so dafs q) {(x)) < — «ist. 

Setzt man non 



x^ = 


~ r ' 


y2_ 





WO 

ist, so folgt: es ist 

oder 

9> (MX — « • ^«*^, 
und daher auch: 

WO a > ist, und m^. . .rrip irgend welche reelle Zahlen 
bezeichnen, die nicht alle = sind. 

Wendet man das Vorhergehende auf die Modulreihe 9 
an und setzt dabei, was von hier an immer angenommen 
sei, voraus, dafs die a^v die Periodizitätsmoduln der Normal- 
integrale an den Querschnitten b^. . .bp sind, so erhält mvß: 

Die rechte Seite dieser Ungleichheit ist das Produkt aus p 
Reihen von der Form 

von denen jede konvergiert, sofern das entsprechende a nicht 
unendlich wird. Grenzen wir daher a^.. .Cp ein mit Hilfe 
der Ungleichheiten 

— W^ < 0"^ < + W|t* 0^ = Ir 2 . . . p) 

wo (ü^. ., (Op beliebige, endliche, ohne Unbestimmtheit an- 
genonunene positive Gröfsen sind, so konvergiert die Modul* 
reihe B. Wir haben also den 



§ 2. Die Thetafunktion: Gnmdeigeiiscliaft6ii derselben. 7 

Satz V] ^^^ p-fache nnendliche ^-Beihe 1?), in 
welcher die Moduln a^v = a^y die Periodizitäts- 
modnln der Normalintegrale I. Gattung an den 
Qaerscfanitten \..,bp sind, konvergiert, und 
ihre Summe ist unabhängig von der Reihen- 
folge der Suminationen, so lange die Argumente 
V, . . . Vf^. , .Vp (ü^ = a^ -j- ir^) einem durch die 
Ungleichheiten 

— ct>^< <y)u< + (Of, (ju = 1, 2 . . . p) 

bestimmten Gröfsengebiete angehören, wo 
a^ ... üp beliebig aber ohne Unbestimmtheit an- 
genommene, positive, endliche Gröfisen sind.*) 
Setzt man 

«0 geht die ^-Reihe 1?) in eine |?-fache Potenzreihe 

fÄ| zz — OD iHm zs "— op 

über, deren Eonvergenzgebiet G durch die Ungleichheiten 

e ^<C mod ?^ < « " Gm = 1, 2 . . . jp) 

bestimmt ist. Nach der Lehre von den Potenzreihen ist 
daher d- innerhalb G stetige Funktion von f^> . . Qp, und da 
diese letztem wieder stetige Funktion von v^... Vp sind, 
so gilt der 

SfttZ 11?) Sind af^^ = ayf^ die Periodizitätsmoduln 
der p Normalintegrale I. Gattung, so ist die 
durch die p-fach unendliche Reihe 

*) Der obige, durch seine Einfachheit sich auszeichnende £on- 
▼ergenzbeweis ist der Abhandiong von Christo ff el: Vollständige 
Theorie der Riem. ^-Funktion, Math. Annalen, Bd. 54 entnommen. 
Es liefse sich gegen ihn nur eines erinnern; der Beweis zeigt zwar, 
dafis die Bedingung, dafs 9p ((m)) eine vollständige, neg., quadratische 
Form sei, zur Konvergenz der Beihe ausreicht, nicht aber, dafs diese 
Bedingung auch eine notwendige ist. Eine Znsammenstellung von 
Konvefgenzbeweisen findet man in der Abhandlung von Herrn Erazer, 
Matth. Ann. Bd. 49. 
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definierte Fanktion ^ {{v)) der p nnabhängigeii^ 
Variabeln t?^...t?p einwertige und stetige 
Fanktion dieser Variabeln, so lange dieselben 
endlich bleiben. 

Wir leiten noch einige weitere Eigenschaften der ^- 
Fanktion ab. 

Im E^onenten des allgemeinen Gliedes von ^((f)) ist 
jedes Argument v multipliziert mit einer geraden Zahl 2m\ 
vermehrt man also v um ein ganzes Vielfaches gTti von 
7t i^ so ändert das allgemeine Glied seinen Wert nicht. Es 
gilt daher die Beziehung: 

wo ffi ' * ' fffx " • 9p ganze Zahlen bedeuten, die auch zum Teil 
oder alle = sein können. 

Ersetzt man in der ^-Beihe die ganzen Zahlen m^ . . . 
rrifi, . . nip durch 

so bleiben die Grenzen + oo der Summationen ungeändert,. 
nur die Nullpunkte werden verlegt. Die neu entstehende 
Beihe 

unterscheidet sich daher von der ursprünglichen Beihe & {{v)) 
nur durch die Beihenfolge der Summationen, besitzt also 
dieselbe Summe, wie ^((v)). 



Aus 



4^((m + Ä)) = J7 27vK+Ä^)(^ + Ä0 

= ((m)) + 2 J-m^ 2, VÄ» + « ((Ä)) 



§ 2. Die Thetftfonktion: Gnmdeigenschaften derselben, 
folgt daher 

ü (W) = 



Ml 1N| 



oder 

Setzt man hierin der Beihe nach jede der Zahlen K gleich 
1 and die übrigen gleich 0, so erhält man ans 6?) die p 

speziellen Beziehungen: 

= r'*^^""^\^(W), (.= 1,2...;)). 

Aus 5?) und 6?) zusammengenommen ergiebt sich die all^ 

gemeinere Beziehung: 

p 

^ —0 ((Ä)) — 2 i; Ä„ v,^ ^ 

worin (^AV ^^^^ Abkürzung ist für 

und ^|u,A^ (|« = l...p) beliebige ganze Zahlen bedeuten. 

Ersetzt man in der ^-Beihe jeden Summationsindex m 
durch — m, so vertauschen sich nur die oberen und die 
unteren Grenzen der Summation ; infolge der Unabhängigkeit 
der Beihensummen von der Anordnung der Summationen bleibt 
also & ((v^)) ungeändert. Andererseits wird durch das Er- 
setzen von m durch — m der erste Summand im Exponenten 
des allgemeinen Gliedes nicht geändert und nur der zweite 

Summand 2^in^ t?^ wechselt sein Vorzeichen. Dieser Vor- 
zeichenwechsel läfst sich aber auch dadurch herbeiführen^ 



10 I* Die Thetafonktion und ihre Anwendongen. 

dafs man das Vorzeichen von m angeändert läfst und v^ 
durch — Vfj^ ersetzt. Es gilt driier die Beziehung: 

9?) 1^ (—V, , — Vg, ..., — vp) = 'd (^11 v«i -M ^p); 

dieselbe sagt aus, dafs die ^-Funktion ^{{v)) eine gerade 
Funktion ihrer Argumente v^...Vp ist 

Aus 9?) folgt weiter durch partielle Differentiation: 
100) ^"di—^x > — ^«> -, — ^p) ^ ^^ K> <^i> '-> ^p) 

Die partiellen Derivierten I. Ordnung von ^ nach den 
Argumenten Vi {%= 1 ...p) sind daher ungerade Funktionen 
dieser Argumente, müssen also fttr die Nullwerte dieser 
Argumente, d. h. lür das Wertesystem t?^ == v, = ... = t?p= 0, 
verschwinden, da ein Unendlichwerden derselben fttr 
v^ ==.,. = t7p = mit der nachgewiesenen Stetigkeit von 
d((t?)) unvereinbar ist. 



§ 3. Thetafanktionen mit Charakteristiken. 

In den Formeln 5?), 6?) und 7?) des vorigen Para- 
graphen bedeuteten gfi^h^ (ß = l,.,p) ganze Zahlen. Wir 
lassen nun diese Einschränkung für fffijhfi fallen und bilden 
mit den beliebig angenommenen Zahlen gfi^hu, die jp-fach 
unendliche Reihe: 

Uli SZ — OD Mm as — ■ 00 

die wir abkürzend mit 
bezeichnen, so dafs: 



:= — OD lÜMes — OD 



W^ := — OD nipi 



§ 3. Thetafunktionen mit Charakteristiken. H 

Ifit. — Die durch !<>) definierte *- Funktion heifst eine 
•^-Funktion mit der Charakteristik 

2?) r5^"''*l oder [*!• 

Tergleieht man den Exponenten 

<P ((m + A)) + 2 J'K + Äm) {^ -\-9^^ »■) 

= 2^^%y {^fi + K) i^y + Ar) + 2^m^ (Vf, -{-fff.Ttt) 

= * (W) + 2 J7^«/* V m^ Ä, + 4^ P)) + 2^ma K+sr^m) 

des allgemeinen Gliedes in 1?) mit dem Exponenten 

p 
((m)) + 2^m^ (ü^ + gf^fti + ^a^ „ /^) 

ju=l r 

jUasl fl V 

des allgemeinen Gliedes von ^ {{v^ + {9^)t^\ so ergiebt sich: 

^orin wieder: {gfi)fi = gfi^i-{-^(^firK ist. 

Die durch 1?) definierte Funktion ^ PI ((t?^)) ißt zu- 

folge der vorigen Beziehung 3?), ebenso wie die ursprüng- 
liche Funktion ^((v^)), für alle endlichen Werte vont>^...t;p 
49tetige Funktion dieser Argumente. Weitere Eigenschaften von 

^ I j {{v^)) ergeben sich wie folgt : 
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a?) Ersetzt man in 1?) die Snmmationsbnchstabeik 

wi^... mp alle oder znm Teil durch wi4: AJ, ...mp + Ap, wo 
Al.../^ ganze Zahlen bedeuten, so werden nur~31e Null- 
punkte der Summationen verschoben, während die Grenzen 

ungeändert bleiben; die Funktion ^\ 1 ((v^)) behält also 

ihren ursprünglichen Wert bei. Die Substitution w^ + Aju 
für m^ ist aber gleichbedeutend mit der Substitution A^ +h!^ 
fttr A^. Wir haben also die Beziehung: 

^0) ^[*±*'](M=^[J]((f.)). 

/J?) Ersetzt man in 1?) gr^ durch gfi + gli, wo die g,!^ 
ganze Zahlen sind, so erhält man: 

Die Vereinigung von 4?) und 5?) liefert: 

/!) Bildet man mit den beliebigen Zahlen Gfj,^ H^ 

(ji=zl ...p) den Ausdruck 

p 

rr=l 

und konstruiert die ^-Beihe: 



^[J]((f.±(ö5W) = 



■^ _ "j- /((»» + *)) + 2 £ ([«^ + A J (0^ + tf^ «♦ ± (öfl)^) 

wij ^ ~~ 00 M|.:^ — OD ,. 

so ist der Exponent des allgemeinen Gliedes dieser Beiher 

= 4>((m + A)) + 2^(m^ + A^) (t?^+ J^^^^i) 
+ 2^(ma + Au) ö^^i + 2^(w^+ A/i*)^a|*r -ffr . 
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Vergleicht man hiermit den Exponenten des allgemeinen 
Oliedes von 'ö' [ * T gi 1 (W) • 

|U-1 

V P 

+ 2 J'K + K) G^^i + 22^^^ ö^^t 
p p 

=^ ^ö|ur [(W^ + V) (*^ + *v) + (Wy + M ^i«* 
Jli=l v«i 

P 

M=i 
+ 27ri J;K + K) ^y± ^J^^f* (^^ + 9f^^i) 

+ 27rt^fi;,.ff^ 
= ^((m + Ä))+2^ ^a^^(m^ + Ä^)^, 

+ # ((^) + 22'K + K) («^ + ^/^^O 

• + 27rf . J;K + K) ^f^ + 2^^^ . K +i7M^0 

80 erhält man die weitere Beziehung: 
7?) I^|j]((«'.±(öi0.)) 
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Die avf der rechten Seite dieser Gleichung vorkommen-^ 
den Charakteristiken 

heifsen die Summe resp. Differenz der zwei Charakteristikea 

[9] "^^ [h] 

Sind G^, Eft 0^ = 1, ...jp) ganze Zahlen, so liefert 
7?), zusammen mit 6?) die nene Beziehung: 

8?) i^[J]((f^+(^^W) 



'"^"^■^J] (('))' 



aus der sich durch Spezialisierung der ganzen Zahlen 6r^, ff^^ 
noch weitere Formeln ableiten lassen. 

Setzt man in 8 ?) alle Zahlen 6r^; J?^ gleich 0, mit der 

Ausnahme, dafs einmal ein 6r, etwa G^ = 1, das andere 
Mal ein £r, etwa ^^ = 1 sei, so erhält man 

10?) ^[J](»i + aix,...,'',±<^x) 

Diese Formeln sind Verallgemeinerungen der Formeln 
5?) und 6^) des vorigen Paragraphen. 

Berücksichtigt man schliefslich, dafs nach 9?) des 
vorigen Paragraphen 

ist, so liefert die Formel 3?) dieses Paragraphen die Beziehung: 



§ 3. Thetafanktionen mit Charakteristiken. 15 

Ebenso folgt aas 3^): 

L — 9i> — y»>"' — ypj i.vv9i}--'ypj 

Unter allen ^Funktionen mit Charakteristiken spielen 
die hervorragendste Rolle diejenigen, deren Charakteristik 
von der Form 

A, A, hp 

"2"' "2"'"'"2~ 

9i^ ff*_ 9p_ 
2 ' 2 '••• 2 

ist, wo die ^ nnd h ganze Zahlen bedeuten. Man nennt 
sie i9-Fnnktionen mit zweiteiliger Charakteristik. 
Wegen ihrer Bedeutung für das Folgende, namentlich ftlr 
die Lösung des Umkebrproblems, behandeln wir sie etwas 
eingehender. 

Zunächst ergiebt sich aus 4?) nnd 5?) dieses Paragraphen, 

wenn man h und g durch -^ und -§- ersetzt und alle GrOfsen 
h', ^ gleich 1 annimmt: 



13?) 



^ 



A+l 
2 — 

9_ 
2 



( W) = Q 



2 

£_ 
2 



(M. 



14?) ^ 



2 

+ 1 



2 -- 



(W) = (-l)''='''-1^ 



A 

2 

9_ 
2 



((»m))- 



Unter der Voraussetzung ganzer h', g' liefert ebenso die 
Formel 6«): 



1^?) ^ 



2 
9 



+ Ä' 



±9' 






2 
2 



(M- 
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Der Übersichtlichkeit halber ändern wir etwas unsere 
Schreibweise, indem wir von hier an in der Charakteristik 
den gemeinsamen Nenner 2 weglassen. Es ist dann: 

16?) ^[J]((„,)) = 

+f +f „iix"''f''+T)K+T)+'iK+¥)K4''*)' 

nnd die Formeln 13?), 14?) nnd 15?) gehen Über in: 

13.'.) ^[*^^](M)=i^[5](W), 

15».) ^[Jt2/]«=(-1)''^ -^[^J«- 

Die Formeln 13^.) und 14^.) zusammen, oder 15®.) allein, 
zeigen, dafs man die verschiedenen möglichen Funktionen 

^ r n ((t?^)) erhält, wenn man in der Charakteristik die 

Elemente A, g durch ihre Reste modulo 2 (d. h. durch die 
Werte nnd 1) ersetzt, und alle Variationen der Elemente 
und 1 zur p**" Ordnung mit Wiederholung bildet. Dies 
giebt den 

SfttZ I?) Die Anzahl aller wesentlich verschiedenen 
p-fach unendlich •^-Funktionen mit zweiteiliger 
Charakteristik beträgt 2^^. 

Aus 3?) folgt weiter: 

17?) ^ ß] (W) = * * ^®) + ^i^*''+ J^"" 
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Ebenso gelten folgende 2 Beziehungen, deren Beweis wir 
<lem Leser überlassen: 

Die Formeln 8?), 9?) nnd 10?) liefern endlich: 

20«) ^[5]((''. + Q^t-)) = (-i)*' . ^ [J](M, 

(r^) =0, od, 1 je nachdem x+^m, od. x = ^Y 

2i-)i^ ß]««». +«.«)) =(-1)^' . dß](M-«"'''"~^ 

Berücksichtigt man znm Schlafs, dafs nach 15 a?): 

a^[z5]((-''.))=i^Cz^j] ((-v))-(-i) f "'" 

ist, so erg^ebt sich mit Anwendung Ton 12?) die wichtige 
Beräehnng: 

22?) ^ [J] ((- V,)) = (- 1) „fi*"'" . ^ [^] (M. 

Landfriedt, Thtttafanktionan. 2 



'ü\t] ((--.)) 
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Dieselbe liefert den 

SfttZ II?) Die ^-Funktion mit der zweiteiligen: 

Charakteristik F 1 ist eine gerade oder eine 

ungerade Funktion ihrer Argumente r^ {fx =^ 
1 ...p), je nachdem 

p 

I f^fifffi^O (mod. 2), 
fi = i 

p 
oder £ Ti^gfi^^l (mod. 2) ist. 

'*=' rÄ-i 

Dementsprechend nennen wir die Charakteristik 1 I 

im ersten Falle gerade, im zweiten Falle ungerade. — 
Weiter gilt der 

SfttZ IIP) Die Anzahlender wesentlich verschiedenen 
geraden '^-Funktionen oder zweiteiligen 
Charakteristiken ist ^,= 2'»'"^ (2'' +1), die Zahl 
Mp der ungeraden ist Uj, = 2i'"^ {2^ ^i). 

Beweis: Die erste Kolonne einer jeden Charakteristik ist 

.V, oder ^, oder -, oder y 

Setzt man eine der drei ersten Kolonnen einer gegebenen 
Charakteristik vor, so ändert sie den Charakter derselben 
(als einer geraden oder ungeraden) nicht. Die 4. Kolonne 
dagegen ändert den Charakter derselben. Es ist also: 

Hieraus folgt: 

gFp + u, = 4 (gr^-i + ttp„ i), 

Wendet man diese Gleichungen der Beihe nach an auf 
^j,«! -|- Wp_i, gp^i — Wp-i, ..., 5^2 + ^2, 9% — W2, so 
erhält man 

gp + Vy = AP-^(Si-\-u,), 
9p — '^P = ^''^{9i + ^i)' 



M 
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Da ^1 == 3, t^i == 1 ist, so ergiebt sich schliefslicb : 

ö'p + «P = ^1 9p — ^P = 2^> 
oder 

^p = ap-i(2«» + l), tip = 2^-i(2i»— 1), w. Z.1). w. 

Von der Gesamtheit der 2^^ iS'-Fimktionen mit zweiteiliger 
Charakteristik gilt noch der 

Satz lY?) Die 221» verschiedenen ^-Funktionen mit 
zweiteiliger Charakteristik sind linear unab- 
hängig. 

Bezüglich des Beweises verweisen wir auf: Frobenius, 
Crelle, Bd. 89, pag. 200, 

Setzt man in einer ungeraden ^-Funktion mit der zwei- 
teiligen Charakteristik F 1 alle Argumente v^ gleich 0, so 
ist nach Satz 11?) dieses Paragraphen: 

^[*]((0)) = (-i). t^ß]((0)), 

und daher: 

ü [J] m) = 0. 

Jede ungerade ^-Funktion mit der zweiteiligen Charakte 
ristik I * I verschwindet also fttr die Nullwerte der Argumente. 

Setzt man in 17?) alla Argumente v^ = 0, so ergiebt 
sich analog: 

Ist die Charakteristik f | ungerade, so ist ^ ^-- (^ä)^^)=0, 

d. h. die Funktion -^((t?)) verschwindet für jedes halbe 
Periodensystem —{gh)^. 

Ebenso folgt aus 18a?), dafs wenn [^iT^l eine 

ungerade Charakteristik ist, die Funktion ^ 1 | \(—{GH)^X\ 
verschwindet. 
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Fassen wir diese Resultate zusammen, so haben wir den 

Satz ¥?) Jede ^^-Funktion ^[J](M mit der zwei- 

teiligen, ungeraden Charakteristik I j ver- 
schwindet fttr die Nullwerte ihrer Argumente; 
die gewöhnliche ^-Funktion *((t?^)) ver- 
schwindet fttr jedes halbe Periodensystem 

1 1 1 ' 

wenn die Charakteristik l 1 ungerade ist, 

und allgemein verschwindet i^rj((t?^)) für 
jedes halbe Periodensystem 
1 1 1 ' 

wenn die Summe T T/^1 der zwei Charak- 
teristiken 11 untl \q\ ungerade ist. 



§ 4. Die Riemann'sche ^-Funktion. 

Wir kehren jetzt zu unserer ursprünglichen j>-fach un- 
endlichen ^-Beihe 

p p p 

1?) ^i{y,))=j:.,.2: ^=^^=^' . '*=^ 

i»!^— 00 nip = — OD 

mit den Modulen af^^^^a^f^ zurttck. Die Summe dieser 
Reihe ist fttr endliche Werte der v stetig und genttgt den 
Bedingungen : 

3?) *(K+«/*v)) = ^~^-~^''^.i»((t;^)). . 
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In diese Beihe substituieren wir nun, um sie zum Um- 
kehrproblem in Beziehung zu bringen, fttr v^ die Funktion 
Ufi — 6fi, wo Uf^ das Normalintegral I. Gattung mit den 

Periodizitätsmodulen (^)^«, ^uy an a^, 6^, und e^ eine 

willkürliche Konstante bedeutet. Die Funktion ^ {(vu)) geht 
dann über in die Riemann^sche i^-Funktion 

Die |> -Argumente u^ — e^,...t«p — Cp dieser Funktion 
sind Funktionen der einen Variabeki z] es läfst sich also 
auch ^ ((«^ — e^)) als Funktion der einen Yariabeln z, d. h. 
des Ortes in der einfach zusammenhängenden Fläche T, 
ansehen. Als solche aufgefafst, gilt für sie, da die Uf^ in T' 
eindeutig und überall stetig sind, der fundamentale 

Satz I?) Die Riemann'sche ^-Funktion 

ist innerhalb der einfach zusammenhängenden 
Fläche T überall eindeutig und stetig. 

Aus den Beziehungen 2?} und 3?) ergiebt sich femer: 

Satz II?) Längs der Begrenzung von T ist ^ ((u^ - e^)) 
unstetig, und zwar ist: 



5?) 



an ax und c^ : \^ ((w^ — e^)) = ^ ((m^ — e,,)) , 



Die willkürlichen Eonstanten «^ ...«»...ep, die in den 
Beihenansdruck der Biemann'schen ^-Funktion eingehen, 
heifsen die Parameter der ^-Funktion. Für dieselben 
gilt der 

Satz III?) Es giebt stets Werte der Parameter 
e^...ep, für welche die Summe der mit ihnen 
gebildeten Biemann'schen ^-Beihe ^{{Ufi — «^)), 
als Funktion von z betrachtet, nicht identisch 
verschwindet 



22 
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Beweis: Bezeichnet a irgend einen festen Ponkt von 
T' und setzt man 

Ufi (of) — e^ = v^ , d. h. M^ (o) — ef, = Uf, (o) — u^ (of) + Vf, , 

so wird 

» (K — «/^)) = * ((^/* (^) — ^i" («) + V) • 

Läfst man hierin den variablen Ponkt o («, z) mit dem festen 
Punkte a zusammenfallen, so geht ^{{u^{p) — e^)) in die 
firtthere ^-Beihe mit den unabhängigen Variabein v^.,,Vp 
über, die als Summe einer Potenzreihe nicht identisch 
Null ist. — 

In den nächstfolgenden Entwickelungen denken wir uns 
die Parameter e^ .,.ep so gewählt, dafs & ((w^ — e^) als 
Funktion von z nicht identisch, d. h. ftlr jeden Wert von 
z^ verschwindet. 

Unter dieser Voraussetzung ist *((W|u — e^)) innerhalb 
T einwertige und stetige Funktion von z, kann also nirgends 
zu einer unendlich hohen Ordnung Null werden. Wird es 
in V tlberhaupt Null, so ist, nach einem Gauchy'schen Satze 
tlber einwertige Funktionen, die Summe S der Ordnungen, 
zu denen es in T Null wird: 



S = 




d log » ((w^ — €^)) , 



die Integration in positiver Bichtung über die ganze Be- 
grenzung von T' erstreckt gedacht. 

Es ist nun, wenn wir eine schon Mher benutzte Be- 
zeichnung wieder anwenden (Fig. 1) 



1 * 




o 
a 

ß 



idlog» — d\og&) 



r 

b 

ß 



+ 



(dlog^ — dlog*)-f- 



c 

CO 



+ 



(dlog* — dlog*) 



§ 4. Die Biemann'sche ^-Fnnktioii. 
Nach Satz II?) ist aber 
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+ - 4- 
an c^ : ^ = ^, dlogd' = d log^, 

+ - + 
^m ax: ^=^, log^= log* — 27tihx, wo hx eine ganze Zahl ist; 

+ 
dlog*===dlog*. 

+ - - 

an 6^: logi> = logi» + 2gxn:i — axx — 2ux{d) + 2exj 




Fig. 1. 

WO gx ebenfalls eine ganze Zahl bezeichnet, die, wie hxy von 
der Anordnung des Qnerschnittsystems abhängt: 

dlog* = dlog* — 2dux{o). 
Dnrch Einsetzen ergiebt sich daher: 



S = 




r 

b 

ß 



2dux{o) . 
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Beracksiohtigt man weiter, dafs 




y 

b 

ß 



dtix gleich dem? 



Periodizitätsmodnl ni des Normalintegrals I. Gattung ux am* 
Qaerschnitte ax ist, so erhält man schliefslich : 



27ti 



Es gilt daher der 



SStZ lY?) Ist die mit den Parametern e^...ep ge- 
bildete Riemann'sche ^--Funktion •S'{{u^ — «^)) ala 
Funktion von z nicht identisch Null, so besitzt 
sie in der einfach zusammenhängenden Fläche 
T' genau p getrennt oder vereinigt liegende 
Nullpunkte 1. Ordnung. 

Um den Zusammenhang zwischen den Parametern 
6^... 6p und den Nullpunkten der durch sie bestimmten 
^-Funktion näher zu untersuchen, bilden wir das Integral 

die Integration in positiver Sichtung über die ganze Be- 
grenzung von T erstreckt gedacht. — Es ist nun: 







a 
a 

ß 



+ 4- - - 

(w^ . dlogt^ — w^dlogi») 




b 

ß 



- - + + [ 

[u^dlog^-tt^. dlog*)-j- / 



8 

e 

CD 



- - 4- 4- 
(Uf^dlogd'—Ufj.dlog^) 



Wir berechnen diese Summe gliedweise. 

+ - 4- 

An Ci ist: Uf^ = Uf^y dlog^ = dlogö«, und daher 




. " " + + 
c\ (m^ . dlogd' — M^ . dlog^) = 0, für X = 1, 2 . . .p . 

^\x 



§ 4. Die Biemann'sche ^-Funktion. 
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An ux ist : t^^ — "m = ( ) ^h 



+ 



+ + - - /l\ 

Von den p Gliedern der Summe 



u 




a 
a 

ß 



+ + - - 

(u^ . dlogd' — u^ . dlog^) 



haben also alle den Wert 0, mit Ausnahme des Gliedes, für 
welches X = /n ist, d. h. es ist : 



p 




a 

a 

ß 



+ + - - 

(w^t t e^log^ — u^ . dlog^) = Tti . 




a 

a 

ß 



dlog» 



m 



Femer ist: 



+ 



an 



f>l' W.U «a = S^> 



+ 



dlogd- — dlogd' = — 2dux (o) , 

u^.rflog^ — Uf^dlogx^=Uii.dlogd- — ?/,t(rflog^ — 2dux{o)) 

+ + - - + 

= 2Uf^dux{o) — (w^ — Uf^)dlog^ = 2 n^^ dux — flu ;. • d log^, 



und daher: 



Y 
h 

ß 



- - + 4- 
(w^dlog^— w^dlog*)=2 




y 

b 
ß 



Ufidux-üf^x 




r 
b 

ß 



dlog^ 



=2 



Y 
b 

ß 



+ 



u^.dux-\-27cihx.a^Xf 
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wo hl eine ganze Zahl bezeichnet — Durch Einsetzen der 
auf die Querschnitte a^, ii, cx sich beziehenden Summen 
erhält man fttr J: 



J=fci(2gf,ni—af,f, — 2u^(ß^)-\-2ef,) 



p p 

+ 27ci2J h «iuA + ^ 2 

= 27ti{gh)^ -\-27ti. «^ 




r 

b 

ß 



+ 

Ufji , dui 



+2i' 




Y 
h 

ß 



Mju . dux — Jti(a^^ -{- 2wju(/?^)) . 



Die rechts noch vorkommende Integralsnmme zerlegen wir in 




r 

b 

ß 



Uu . düa + ^ 2 




i. 

b 

ß 



+ 

Ufi . dui , 



"wo der erste Sommand sich berechnen läi'st. Es ist nämlich : 




b 

ß 



2Uf^dUf^ = 



ft 




€ 
b 

a 



2Uf,du^ = (Uf,{ef,y— (w^(a|u))' 



Fttr J ergiebt sich so der Ai^sdruck : 

J'=z27ti{gh)fjt-{-27ti.efjt-\'(7tt)^ — Tti.a^ft, 



+27rtX«^(o^)-«^(/»^))+22' / 



b 
ß 



+ 

Uju . dui , 



'Oder: 



=2n:t ( 



(i^Ä)^ + «, 



jci-\- o, 



M^ 



— .2 \ * ^,1'dui . 



Andererseits ist, da der Integrand 

dlog^ 



J* =Uu' 



dz 



§ 4. Die Biemann'sche ^-Funktion. 
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in T eindeutig ist, J=27ti mal der Sninine der Sesidaen 
von J' in der Fläche T. Die einzigen Punkte von T% 
vfrelche Residuen liefern, sind die Nullpunkte von ^. Heissen 
<iieselben €i...€y...6p, und ist m exiz^=Qxi ^o ist das 
Kesiduum Res(«x) von •/'in b^i 

Res (€x) = lim (i: — Qt^.u^ (o) . — -p — 
Ist daher in €«: 

^ = (« — ?x) • H- ^1 (^ — Px) + ...J , ip^ 0) 

"und folglieh: 

dz Z Qx ' 

«0 erhält man: 

Res (fix) = w^ («x) . 

Der Integrand J' wird aufserdem noch unstetig in den Ver- 
'zweigungspunkten von T; da er aber dort zu derselben 
Ordnung unstetig wird, wie der Integrand I. Gattung u^^ , so 
liefern diese Punkte kein Residuum. Ebensowenig hat J' 
Eesiduen im Unendlichen. Die Summe der Residuen von 
J' in T is also: 

JjReB (fix) = ^«u («x) , 

x=l x=l 



imd folglich: 



x=fcl 



Durch Oleichsetzen der zwei für J gefundenen Werte er- 
;giebt sich die Formel: 



p 11 xif 

^Uf, (e;) = (gh)^ -^ e^ + - (TT i + a^^) + ^^ 



b 

ß 



4- 
Uf^dux, 



Löst man diese Gleichung auf nach e^ und schreibt man 
abkürzend : 

1 1 rjy + 

6?) i-(^i + ^^^) + -^2'i h 



Uu . dux = Kf^ , 
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so erhält man: 

p 

fi=i 

Die hier auftretenden Gröfsen £^ sind, wie ihr Aus- 
druck in 6?) zeigt, unabhängig von den Werten der Para-- 

meter e^...ep und von der Lage der Nullpunkte e^ ..,ep 
und hängen nur ab von der Anordnung des Querschnitt- 
Systems und der unteren Grenze der Integrale Uj^...Up^ 
Man nennt sie die Biemann'schen Eonstanten. 

Die Formel 7?) liefert den 

SfttZ ¥?) Sind €j . .. €x ... Sp die Nullpunkte der mit 
den Parametern e^ , .. ef^., . ßp gebildeten, als 
Funktion von z nicht identisch verschwinden- 
den ^-Funktion ^{{u^ — «u)), so gelten die 
p-Beziehungen: 

p 
ef,= 2Juf,(e^) — Kf, — {gh)f,, (ji = lj2...p) 

worin K^...Kfj,.,.Kp die Riemann'schen Kon- 
stanten 



i^^ = Y (^i+ «a;*) + ^2" / 



r 
h 

ß 



+ 

X 



bezeichnen, und gi,hx{l = l ...p) ganze Zahlen 
bedeuten, die dadurch definiert sind, dafs 

an axi log ^ = log ^ — 27ti.hx, 

+ 
„ bx: logS' = log&-{-27ti.gx-axi-2ux{p)-\-2eiiBt. 

Die Riemannschen Eonstanten K^ ...Kf^...Kp hängen, 
wie schon bemerkt, von den unteren Grenzen der p-Normal- 
integrale ab. Wählt man diese Grenzen in geeigneter Weise, 
so werden alle K^^ = 0. Die Normalintegrale u^ (ji=zl...p) 
enthalten nämlich, nachdem man ihnen die bekannten Perio- 
dizitätsmodulen an den Querschnitten ax{X = l . . .p) auf- 
geprägt hat, noch je eine verfügbare Konstante, die wir 
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mit a^^(}^=l ...p) bezeichnen wollen. Läfst man nun in 
■^((m^ — ßfi)) sowohl Uf^ wie Cf^ um a^ wachsen, so bleibt 
flabei ^((«^ — e^i)) ungeändert, wie auch seine Nullpunkte 
und die ganzen Zahlen gi, hx in der Beziehung: 

p 
2^Uf, (€x) = «^ + K^ + (gh)f, . 

Wächst aber w^ um a^, so wächst die linke Seite dieser 
Beziehung um p .a^^] rechts wächst zugleich «^ um a^ , 
jBl^ wächst also um (p — \)a^ , d. h. die neue Riemann'sche 
Eonstante K'^^ hat den Wert 

Nimmt man daher a„ = ^, so wird Kl = 0. Schreibt 

^ p — 1' ^ 

man dann für e^ -|- a^ wieder «u 9 so gehen die Beziehungen 

7?) über in 

p 

ef,= ^w^(«x) — (fl^*)/i, {(1 = 1... p) 

wofür wir auch in Form einer Kongruenz schreiben können: 

p 
8?) «/u = ^w^(«x) (ji = l...p). 



In diesen Kongruenzen sind die unteren Grenzen der 
Integrale w^ (ju = 1 . . . j?) festgelegt, so dafs u^^ keine ver- 
fügbare Konstante mehr enthält. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dafs die 
in den Sätzen lY?) und Y?) ausgesprochenen Resultate 

gänzlich unabhängig sind von der Ausdrucksform von 
^ Ü^fi — ^fi)) und einzig und allein auf den in den Sätzen 
I?) und n?) formulierten funktionentheoretischen Eigen- 
schaften von ^((m^ — e^)) beruhen. 
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Lösbarkeit des Umkelirproblems. 

Schreibt man die Gleichungen 7?) des vorigen Para^ 
graphen in der Form 

p 



x = l 
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so sieht man unmittelbar, dafs dieselben ein Jacobisches» 
Umkehrproblem definieren. Dasselbe hat nach dem letzten 
Satze des vorigen Paragraphen stets eine Lösung, nämlich 
die p Nullpunkte der mit den Parametern eu gebildeten, 
nach Voraussetzung nicht identisch verschwindenden Funktion 
^ {{vu — ^fi))* Es wirft sich nun naturgemäfs die Frage auf, 
ob diese Kongruenzen 1?) ebenfalls eine Lösung besitzen,. 

wenn die Summe der mit den Paramentem «i . . . «^ . . . «p 
gebildeten ^-Reihe & ((m^ — e^)) als Funktion von z identisch 
verschwindet. — Dafs, und unter welchen Umständen die 
Summe von ^ ((m^ — €^)) als Funkfion von z wirklich identisch 
verschwindet, wird im nächsten Paragraphen nachgewiesen 
werden. 

Wie bereits am Schlufs des § 4?) bemerkt wurde, 

gelten die Beziehungen 1?) für jede Funktion, welche die 

in den Sätzen I?) und 11^) (§ 4?) von der Riemann*schen 

^-Funktion ausgesagten Eigenschaften besitzt. Das durch 
1?) formulierte Jacobi'sche Umkehrproblem besitzt daher 

auch für den Fall des identischen Verschwindens der 
Biemannschen ^-Funktion ^((w^ — e^O) eine Lösung, wenn 
es gelingt, eine mit den Eigenschaften der Sätze I?) und 11^) 

des vorigen Paragraphen ausgerüstete Funktion nachzuweisen, 
die als Funktion von z nicht identisch verschwindet. 

Die Existenz einer derartigen Funktion läfst sich wie 
folgt nachweisen.*) Es seien, was nach Satz III®), § 3^) 

stets möglich ist, die Paramenter e[ .. . Bp so gewählt, dafs 
•^ ((W|u — ^'fi)) als Funktion von z nicht identisch verschwindet 
Ist dann, als Funktion von z identisch 

^ (K — v)) = 0, 

so bilden wir die weitere ^-Funktion: 

und untersuchen dieselbe als Funktion der Variabein ^. — 
Wie aus der Ausdrucksform: 

m^ = — OD nip=^— CD 



*) Christoffel, Math. Annalen, Bd. 54, pag. 3ö6ff. 
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sich ergiebt, ist ß als Funktion von C eindeutig und für 
endlich f stetig. Für ^ = 1 geht 8 ohne Unstetigkeit in 
die nach Voraussetzung nicht identisch verschwindende 
Funktion ^((w^ — «J.)) ttber, ist also als Funktion von f 
nicht identisch Null. Für ^ = geht 8 über in & ((m^ — e^)), 
wird also Null, aber da es stetige Funktion von ^ ist, nur 
zu endlicher Ordnung. 

Entwickelt man 8 mittels des Taylor'schen Satzes nach 
Potenzen von ^, so erhält man: 

wo allgemein: 



• I ^»W|u(«iu — eji)| ist. 



Hierin ist, nach Voraussetzung, 8^ = 6- ((mh — «ju)) = ; be- 
zeichnet femer k die Ordnung, zu der 8 für ^ = ver- 
schwindet , so ist aufserdem 8^^= 8^= . . . = 8je^ i = Oy 
aber 8jc 4= 0. Versteht man weiter unter den partiellen 
Derivierten von ^ ((w^ — ^^)) die partiellen Derivierten dieser 
Funktion nach den Argumenten (w^ — e^) (ju = 1, . • • p), so 
sieht man unmittelbar, dafs in der Entvdckelung von 8x nach 
Potenzen der Differenzen («^ — ej<) (ß=l, , ..p) die Koeffi- 
zienten der einzelnen Potenzen dieser Differenzen, bis auf 
den Faktor 2\ die partiellen Derivierten von -^((w^ — c^)) 
von der Ordnung X sind. Es können also, da 8k^0 ist^ 
nicht alle partiellen Derivierten der Ordnung k von & ((u,, — e^)) 
gleich Null sein. Dagegen folgt aus ö, ==... = ö^ _ i = 
nicht ohne weiteres, dafs alle partiellen Derivierten von der 
Ordnung p<^k von & ((w^ — «^)) Null sind; es kann viel- 
mehr, auch wenn die Derivierten p*«' Ordnung nicht alle 
Null sind, 8p dennoch sein, wegen der speziellen Werte 
der Differenzen «^ — ^^. Eines steht jedoch fest: es giebt 
eine endliche, durch die Paramenter ei ,.. ep bestimmte Zahl 
x^Ä;, so dafs nicht alle partiellen Derivierten von der 
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Ordnung x von ^((w^ — «^)) verschwinden, wohl aber (fttr 
X > 1) alle partiellen Derivierten von der Ordnnng 1 biB 
zur Ordnung x — 1 einschliefslich. 

Bildet man nun die Funktion 9 mit willkttrlichen 
Werten §i . . . ?p der Differenzen e^ — e^^^ so ist ^^j = S^ 
= . . . = ö^ _ 1 = 0, aber 9x ^ 0, und man hat: 

Betrachtet man jetzt die Funktion 



I ^^ ^fi ^fi I 



als Funktion von Zy so sieht man sogleich: 9^ ist in der 
einfach zusammenhängenden Fläche T' eindeutige und stetige 
Funktion von z. 

Femer ist: 
an ax:9=9j und daher auch 9x = 9x] 



.i_Z .-«;i;i-2«, + 2«,-2SI 



an bx: 9= 9 .e 



i 



1 



/__x!^_\+^ / x!^ \ - ~ a,, - 2Ü, + 2(e, - Sg,) 

\ 2* • ^ >' ^ 2* • r ^ ' ' 

und daher, da für f = 0: 

x^ ^ 
lim ' =^x; lim(e;i — Cl2) = «i, 

Ist: ^^_^^.,-a..-2i, + 2e,^ 

an cii 9je= 9x- 

Die fttr beliebige Werte ^^...^p von «^ — «J^ (|u=l...p) 
gebildetete Funktion ^^^ hat also, als Funktion von z be- 
trachtet, alle in den Sätzen I?) und II?) des vorigen Para- 
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^aphen naohgewiesenßn charakteristischen Eigenschaften der 
Riemann'schen ^-Funktion, nnd dasselbe gilt, da in der Ent- 
wickelung von 6^ nach Potenzen der § die Koeffizienten bis 
auf den Faktor 2* die partiellen Derivierten x*"' Ordnung von 
^((w^ — ^/*)) sind, von denjenigen partiellen Derivierten x**' 
Ordnung von ^((«a — «u)) selbst, die nicht identisch Null 
isind. — Wir haben so den 

SStZ I?) Beschränkt man den Begriff einer der 
Fläche T zugeordneten ^-Funktion nicht auf 
die Summe der Biemann'schen ^-Reihe, dehnt 
man ihn vielmehr auf alle nicht identisch ver- 
schwindenden Funktionen von z aus, welche 
die in den Sätzen I?) und 119) des vorigen Para- 
graphen formulierten Eigenschaften besitzen, 
und nennt man eine solche Funktion eine 
^-Funktion mit den Parametern e^.^.Cp^ so 
existiert eine solche Funktion stets, welches 
auch die Werte der p Parameter e^ ...e^ seien. 

Im Ausdrucke von ö« sind §j . . . gp beliebige Gröfsen. 
Sx wird daher die im vorigen Satze erwähnten charakte- 
ristischen Eigenschaften auch dann noch behalten, wenn 
man in der Entwickelung von S^ nach Potenzen der 
Ij . . . Ip die Produkte von Potenzen der § durch willktlrliche 
Konstanten ersetzt. Die Potenz 

|U = 1 

g^ht dann über in eine homogene Form x*«' Ordnung der 
p Gröfsen m^ . . . Wp : 

Gx (m) = 6?^ (m^, Wg . . . Wp). 

Schreiben wir nun noch ^x((«*/i — «u) statt ß^y so nennen 
vnr die p-fach unendliche Reihe 

mit Christoffel (L c. pag. 359) eine Sekundärreihe x*«' Ord- 
nen ng und die ursprüngliche Riemann'sche Reihe d'{{u^ — e^)) 
die Primärreihe. — Es gilt daher der 

Landfriedtt Th«t«fanktiOB«ii. 3 
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SfttZ II?) Sind die Parameter «^...^^...ep so be- 
schaffen, dafs die Snmme der Primärreihe 
*((m^ — e^)) als Funktion von z identisch ver- 
schwindet, so giebt es stets einejlurch diese 
Parameter bestimmte Ordnung x^l, so dafs. 
die partiellen Derivierten der Primärreihe von 
der Ordnung x nicht alle identisch verschwin- 
den, wohl aber, wenn x>>l ist, alle partiellen 
Derivierten von den Ordnungen 1, 2...x — 1. 
Es läfst sich dann stets die homogene Form 
Gxim) so bestimmen, dafs die Summe der 
Sekundärreihe x**' Ordnung: 

als Funktion von 2: nicht identisch verschwindet,, 
und es ist ^x ((w^t — «^)) eine ^-Funktion mit 
den Parametern e^ . .. e^. ..«,. 

Dafs es Parametersysteme e^ , ,.ep giebt, f tlr welche 
die Summe der Primärreihe identisch verschwindet, wird im 
nächsten Piuragraphen nachgewiesen. 

Nachdem so bewiesen ist, dafs es fttr jedes Parameter- 
system e^ . ..ep eine als Funktion von z nicht identisch 
verschwindende ^-Funktion giebt, die sich entweder durcb 
die Primärreihe oder durch eine Sekundärreihe darstellen 
läfst, können wir den Satz V?) des vorigen Paragraphen 
ganz aUgemem formulieren: 

SfttZ IIP) Zwischen jedem Parameter e,^ eines, 
beliebigen Systems e....efjt...ep und den Null- 
punkten €^...€x...ep aer zugehörigen nicht 
identisch verschwindenden ^-Funktion 
& oder d-jt besteht immer die Beziehung: 

p 

ef,= J^Uf,{€^) — K^ — {gh)uy Oti = 1 , 2 . . . jt>) . 

x=l 

Setzt man e^-|>^ = ^My ^^ ^^^S^ ^^ ^^™ vorigen 
Satze: 



i 
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if. SfttZ IT^) Das durch die Kongruenzen: 

Jju^(€^)^v^, Om = 1, 2 . . .p) 

definierte Jacobi'sche Umkehrproblem ist 
lösbar fttr jedes beliebige Wertesystem 

Vm • • • ßfl • • • ^p* 

Ob und wann die Lösung eine eindeutige ist, werden 
wir später sehen. 

An die Relationen 

p 

knüpfen wir noch eine Bemerkung an. — Sind die Para- 
meter e^...ep gegeben, so lassen sich zufolge dieser Be- 
ziehungen in der zugehörigen ^Funktion, möge dieselbe 
durch eine Primär- oder eine Sekundärreihe gegeben sein, die 

Differenzen u^— «^ ersetzen durch fju — ^«n*(«x)+Jfii+(fl'AV. 

X 

Man erhält dann die ^Funktion 

4f ) ü {{u^ -IJu^ W + Jf^ + (fl^ %)) • 

Gemäfs der Beziehung 7?), § 2?) 

5?) l^((^M-i'f^(«x) + ir^ + (^AP) 

x=:l 

-r'"*>'-''J.'''"'-i>w+'''.d((.,-i.,w+ir,)), 

xsl 

die sowohl f tir Primär-, als auch, wie sich leicht nachweisen 
läTst, fttr Sekundärreihen gilt, hat die ^Funktion auf der 
rechten Seite von 5?) dieselben Nullpunkte, wie die ^-Funktion 
links. Wo es also blofs auf die Nullpunkte der ^Funktion 
ankommt, ist es bequemer, die einfachere Funktion 

x = l 
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zu benutzen, die aus 4?), dadurch hervorgeht, dafs man alle 

g und alle h gleich Null setzt. Es ist dann: 

+ 
an aii log 1*0 — log^o = 0, 

bx : log;» — log^o = — flii — 2 [wx — 2J u^ (O + ^m]> 
Cji : log & — log d- == 27tL 



n 



n 



In folgendem legen wir überall die vereinfachte 
^-Funktion ^0 zu Grunde. Aus dem vorhergehenden wissen 
wir dann: wie auch die Parameter ^^ gewählt sein mögen, 
stets giebt es eine als f>uiktion von z nicht identisch ver- 
schwindende Primär- oder Sekundärreihe 

p 

x=l 

deren Nullpunkte die Punkte £^.;.£p sind. Sieht man um- 
gekehrt nicht mehr die Parameter «^ . . . e^, sondern die Null- 
punkte €^. ..ßp als gegeben an, so steUt sich die Frage : 
giebt es eine als Funktion von z nicht identisch ver- 
schwindende ^-Funktion, welches auch die Lage der p vor- 
geschriebenen Nullpunkte e^, ..€p sei ? G h r i s t o f f e 1 hat 
(1. c. pag. 366 — 69) auch diese Frage untersucht und einen 
für jede Lagerung der vorgeschriebenen Nullpunkte e^ . . .Sp 
mit den charakteristischen Eigenschaften der ^-Funktion 
versehenen Ausdruck nachgewiesen,*) Dies ergiebt den 
wichtigen : 

SfttZ T?) Die Biemannsche ^-Funktion existiert 
stets, sei es, dafs ihr die Parameter e^...ep 
oder die Nullpunkte «^...fip vorgeschrieben 
werden, und wie das auch immer geschehen 
mag. Zwischen den e und den e bestehen unter 
allen Umständen die p Beziehungen: 

p 
ef, = 2J^fi («x) — ^it* — (5^% , 0" = lj.2 . . . p). 



x=l 



*) Für den Beweis verweisen wir anf die Abhlg. Math. Annal. Bd. 54. 
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§ 6. Identisches Yerschwinden der Snmme der 
Primärreihe ; Eindentigkeit nnd Mehrdeutigkeit 

des Umkehrproblems. 

Für die mit den Argmnenten 



p 

i 






gebildete vereinfachte Riemann'sche Primärreihe gilt der 
grandlegende 

SfttZ I?) Die Snmme der Riemann'schen Primärreihe 



1?) ö {0, i) = {{u^ {0) - ^u^ (.,) + js:,)) 



l 

x=l 

hat stets die Punkte €j. ..£«...%» zu Nullpunkten. 

Läfst man den variablen Punkt o mit einem der Punkte 
«^...€x...£p, etwa mit Sp zusammenfallen, so läfst sich der 
vorige Satz auch so aussprechen: 

Satz R?) Es ist stets: 

2^) l^((-2'V(«x)'+^u)) = 0, 

x=l 

wie auch die j? — 1 Punkte e^.^.Bp gewählt sein 
mögen. 

Beweis: Wir unterscheiden zwei Fälle. 

A?) €^,...€p.i, ßp bilden kein Punktsystem I. Gattung, 

d. h. unter den p Gleichungen, welche ausdrücken, dafs der 
allgemeine Integrand I. Gattung in ^i.-.ep.i, «p gleich 0^ 
wird, findet sich keine überzählige.*) 



*) Die Bezeichnung »«Panktsystem I. Gattung'* ist hier nicht in 
demselben Sinne genommen, wie firttheri sondern in einem weiteren 
Sinne. Sollen «| . . . e« kein Punktsystem I. Gattung büden, so könneu 
sie überhaupt kein Punktsystem der Khisse bilden, da Punktsysteme 
IL Gattung mindestens p-^-i Punkte enthalten. 



V 
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Ist '^(o,e) nicht identisch Null, so gelten, wenn yi—y^ 
seine NuUpniLkte bezeichnen, nach § 37?) (Theorie der 
algebr. Funktionen nnd ihrer Integrale) die p Beziehnngen : 

p p 

x=l x=l 

oder Qu = 1, 2 ... p) 

p p 

2J'^t^ W — ^W.a (€x) = (^Ä)a • 
x=l x=l 

Wären nun y^. .-yp und €, . . . ^ yon einander yer- 
schiedene Punktsysteme, so mtlfsten beide, nach der Um- 
kehrung des Abelschen Theorems f ttr Integrale L Gattung, 
Punktsysteme I. Gattung sein. Dies widerspricht aber unserer 
Voraussetzung über «^ . . . «p. Die Punkte y^-yp müssen 
also mit den Punkten £^ ... 6p identisch sein, d. h. ^ (o, e) 
wird Null in e^...^^. Ist ^(o,£) identisch Null, so bedarf 
der Satz keines Beweises. Bilden 6^ . . . Cp^i und Sp zusammen 
kein Punktsystem I. Gattung, so ist also jedenfalls 

x=l 

Da der Punkt Sp im Argument von 

1 

gar nicht vorkommt, so mufs die Gleichung 2?) auch noch 
richtig sein, wenn wir die Voraussetzung darauf beschränken, 
dafs £j...ep-i keinen notwendigen Pmikt enthalten. 

W) Das Punktsystem «i . . . €p_ i enthalte x (^ 1) not- 
wendige Punkte, d. h. unter den Gleichungen, welche aus- 
drücken, dafs der allgemeine Integrand I. Gattung in den 
Punkten €i . . . «p^i verschwindet, finden sich x überzählige. 

Ist hierbei z. B. vf-''^ (c^) = (r ^ 1) eine überzählige Gleichung, 
so sei es gestattet zu sagen: der Punkt 6^ geht in diese 
überzählige Gleichung ein. 

Um die Richtigkeit von 2?) auch unter der jetzigen 
Voraussetzung nachzuweisen, unterscheiden wir wieder ver- 
schiedene Möglichkeiten: 



^ 6. Identisches Verschwinden der Summe der Primärreihe etc. 39 

1?) Die Punkte «i, . . . e», . . . e^, welche in die überzähligen 
Oleichongen eingehen, seien unter einander verschieden und 
Auch verschieden von den Punkten €«+ 1? • • • ^i» • • • ^p — i 
welche in die wesentlichen Gleichungen eingehen. In diesem 
Falle denken wir uns jeden der notwendigen Punkte eu in ein 
endliches Gebiet 6!^ so eingeschlossen, dafs jedes Gu nur 
einen notwendigen Punkt enthält. Nehmen wir dann in 
Jedem 6jt einen von dem eingeschlossenen €k verschiedenen 
Punkt yttj so besteht das System 

yi • • • y* • • • /xj *x -f i> • • • *p — 1 

aus lauter wesentlichen Punkten, und es ist daher nach A^) : 

Lassen wir nun die Punkte y«, einen jeden in seinem Be- 
reiche, schwanken, so bleibt ^y = 0, so lange kein Punkt 
yu mit dem zugeordneten Punkte €» zusammenfällt. Als 
«tetige Funktion bleibt also ^y gleich Null, wenn jedes yu 
in das zugeordnete eu rttckt.*) 

2?) Die Punkte €i ...£»... €« seien immer noch ver- 
43chieden von den Punkten ß^+i • •• ^i • • • ^p-i? es mögen 
■aber unter ihnen eine oder mehrere Gruppen zusammen- 
fallender Punkte auftreten. — Dieser Fall läfst sich leicht auf 
den vorhergehenden zurückführen. Sind z. B. die 3 Punkte 
«^, e^j «3 indentisch mit dem einen Punkte e, so denken wir 
uns drei Gebiete G^^y G^, G^ konstruiert, deren Begrenzungen 
den einen Punkt e gemeinsam haben und keinen weiteren 
gemeinsamen Punkt einschliefsen. Nehmen wir nun in jedem 
dieser Gebiete einen beliebigen, von e verschiedenen Punkt 
an, so lassen sich die Schlüsse aus 1?) unverändert auf den 
vorliegenden Fall übertragen, und ebenso das in 1^.) erhaltene 
^sultat. 

3?) Sind einzelne oder alle Punkte 6^ . . . £« identisch 
mit Punkten aus der Reihe €« + 1 • • • «p - 1» so behalten die 
vorigen Schlüsse unveränderte Gültigkeit. 



*) Für den Begriff der „Stetigkeit'* vergl. § 2o) Theorie der 
algebr. Funktionen und ihrer Integrale, oder Christof fei, Math. 
Annalen Bd. 53. 
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Der Ausdruck 

x= 1 

ist also gleich Null, wie auch die p — 1 Punkte e^ . . . €p - 1 
gewählt sein mögen. 

Nach dem eben bewiesenen Satze verschwindet die 
Summe der vereinfachten Riemann'schen ^-Reihe 



Ü {0, 6) = ^ {(U,{0) - JJu, (6,) + K,)) 



p 

l 

T 



jedesmal, wenn der variabele Punkt o (s, z) mit einem der 
p Punkte €j^ ... €p zusammenfällt. Die Punkte €^...€p sind 
also auf jeden Fall Nullpunkte von ^ (o, 6); bilden aber 
€^ ... 6p ein Punktsystem L Gattung, so sind sie nicht die 
einzigen Nullpunkte dieser Funktion. Bezeichnet dann 
nämlich a^ . . . a^ irgend ein zu 6^ . . . Sp korresiduales Punkt- 
system I. Gattung, so ist: 

p p 

X= 1 Xs=l 

WO die g und h ganze Zahlen bedeuten. Nach Früherem 
ist daher d' (o, e) gleich dem Produkt aus & (o, a) und 
einem von NuÜ verschiedenen Faktor. Die Punkte a^^ .. . ap. 
sind also ebenfalls Nullpunkte von & (o, €), das so mehr 
als p Nullpunkte 1. Ordnung hätte. Dies ist aber nur 
möglich, wenn ^ (o, e) identisch Null ist, und wir haben den 

SfttZ IF) Die Summe der Biemann'schen Primärreihe- 

^ ((^^ (0) - i;tv w + K,:)) 

x=l 

verschwindet identisch, wenn b^... Sp ein Punkt- 
system L Gattung bilden. 

Hieraus folgt: lassen sich die Paramenter «^ der Riemann'schea 
Primärreihe ^ ((m^ — e^)) in die Form 

p 

e^= ^«/^(fix) — ^/t — (fl'AV 

x = t 
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bringen, wo e^ . . . €p ein Punktsystem I. Gattung bilden, so 
verschwindet die Summe der mit diesen Parametern ge- 
bildeten Reihe ^ ((u^ — e^)) identisch als Funktion von z. 

Satz n^) läfst sich umkehren: 

S&tZ III^) Soll die Summe der Biemann'schen 
Primärreihe 



x = l 



t? (K (^) - Z ^.u fe) + K^) 



als Funktion von z identisch verschwinden, so 
müssen e^...£p ein Punktsystem L Gattung 
bilden. 

Beweis: Es sei 

x = l 

identisch Null, aber 

x = l 

nicht identisch Null, so dafs jedenfalls ß^ ... ßp kein Punkt- 
system I. Gattung bilden. Wir konstruieren*) die Reihe 
von Funktionen: 

p 

^0 = '& (KW —2J «*^(«x) + ^fi)) = Ü (o, «) 

x = l 

^i = 'd (K (ö) + w^u («i) — w^ Wi) — J^Ufi («x) + Ä^)) 



r r p 

^r = Ü ((«M W + ^ W/.* («x) — 2J»fi (ßO — Jj'^fi («x) + K^))t 

x=l x=l x=l 



x=l x=l x=l 



*) Ghristoffel: Vollst. Theorie d. Biemannschen ^-Funktion, 
Math. Annalen Bd. b4. 
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In diesen Ausdrücken bedeuten o,a^...ap unumschränkt 
variable Punkte: femer möge jeder der Ausdrücke J^j..,Jp^i 
der Repräsentant je einer Gruppe analoger Ausdrücke sein, 
so zwar, dafs Jr die sämtlichen pr wie J^ gebauten Aus- 
drücke repräsentiert, die man erhält, wenn man auf alle 
möglichen Arten je r der p festen Punkte ßi'*.ßp zur 

r 

Bildung einer Summe ^Uf^(ßi^ zusammennimmt. 

x=l 

Läfst man in jedem Ausdrucke der Gruppe Jr einen 
der unbeschränkt variablen Punkte a, etwa den letzten, der 
Reihe nach mit jedem der in demselben Ausdrucke vor- 
kommenden Punkte ß zusammenfallen, so geht die Gruppe 
Jr über in die Gruppe Jr—i- Sind daher alle ^r identisch 
Null, so sind es auch alle Jr^ijJr-2j " - u. s. w. Nun ist, 
nach Voraussetzung Jq = 0; Jp ist jedoch nicht identisch 
KuU, da es, wenn aj^...ap mit €,...€, zusammenfallen, in die 
nicht identisch verschwindende ^Funktion ^{o^ß) übergeht. 

Zwischen den aus nur je einem Ausdrucke bestehenden 
Gruppen Jq und Jp mufs es also eine Gruppe J^ f^<Cp) 
geben, so dafs alle Jr (t<^q) identisch Null sind, aber nicht 
mehr alle Ausdrücke der Gruppe Jg. Sei z. B. 

Q Q p 

x=l x=l x=l 

nicht identisch Null. Sieht man dann den Punkt o[s^z) als 
den variablen Punkt an, so hat Jq als nicht identisch ver- 
schwindende ^Funktion p Nullpunkte 1. Ordnung, zu denen 
jedenfalls die Punkte ß^*..ßq gehören, da Jg sich auf ein 
Jq^i reduziert, wenn o mit einem der Punkte ß....ßq zu- 
sammenfällt Bezeichnen (o^...(Op^q die übrigen Nullpunkte 
von Jq, so sind dieselben, wie sich aus dem Ausdrucke für 
Jq ergiebt, im allgemeinen eindeutig bestimmt durch ßi^ßq, 
e^..,€p und die noch verfügbaren Punkte a^.,.aq. 

Nach Satz V?), § 4?) gelten nun auf jeden Fall die 
p Beziehungen: 

Q Q P 

— JJUf, («x) + 2J'^M- (ß^) + JJ^I^i W — ^fi 

71 ^^' (A^ = l,2...i>) 

9 P — ^ 

x=l x=l 
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die sich anch einfacher schreiben lassen, wie folgt: 

x=l x=l x=l 

Dies sind aber die Gleichungen des AbeFschen Theorems 
für Integrale I. Gattung. Die Punkte €^..,€p bilden also 
ein Punktsystem der Klasse, und zwar, weü ihre Zahl 
<C p -j- 1 ist, ein Punktsystem I. Gattung, w. z. b. w. 

Die Sätze 11?) und UI?) lassen sich zu dem einen 
fundamentalen Satze zusammenfassen: 

SfttZ IT?) Die Summe der Riemann'schen Primärreihe 

p 

x=l 

verschwindet dann und nur dann identisch, 
wenn die Punkte e^,.,ep ein Punktsystem 
I. Gattung bilden. 

Aus dem Beweis des vorigen Satzes ergiebt sich ein 
weiteres Resultat. — Wie aus 3.®) sich ergiebt, sind die 
zwei Punktsysteme «^ . . . «p und a^^ . . . a^, w^ . . . ccj>p_^ zwei 
äquivalente Punktsysteme der Klasse. Für die Bildung des 
zweiten Systems können die ^ Punkte a^. ..a^ frei gewählt 
werden, wodurch dann die übrigen p — q Punkte im all- 
gemeinen eindeutig bestimmt sind. Nach Satz VIII, § 29?) 
(Theorie der algebr. Funktionen und ihrer Integrale) hat 
also das Punktsystem e^...€p den Überschufs q, und wir 
haben den 

SStZ ¥?) Ist Jq die erste Funktionengruppe, deren 
Elemente nicht alle identisch Null sind, so hat 
das Punktsystem e^.^.Sp im Argument der 
identisch verschwindenden Biemann' sehen 
Primärreihe 

P 

genau den Uberscbufs g. 
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Wir haben frtlher nachgewiesen, dafs jedes Parameter- 
system e^. . . «^ . . . «p sieh in die Form 

p 
efi = 2J'^ti («x) — K^ — (gh),, (fi=ly,..p) 

bringen läfst. Sind die Parameter so gewählt, dafs €, . . . e^ kein 
Punktsystem L Gattung ist, so ist die Riemann'sehe ^-Funktion 
-^((tt^ — e^)) nicht identisch Null, und €^...€p sind ihre Null- 
punkte. Sind dagegen e^,..ep so gewählt, dafs €^...€p ein 
Punktsystem L Gattung bilden, so verschwindet die Primär- 
reihe ^((w^ — Cfi)) identisch, und an ihre Stelle tritt eine nicht 
identisch verschwindende Sekundärreihe, die alle Eigen- 
schaften der '^-Funktion aufweist. Umgekehrt giebt es aber 
auch zu jedem Punktsystem I. Gattung €^...€p eine nicht 
identisch verschwindende Sekundärreihe, welche €^.,.€p zu 
Nullpunkten besitzt, und wir sind nunmehr imstande, diese 
Sekundärreihe, wenigstens unter beschränkenden Voraus- 
setzungen ttber das Punktsystem L Gattung B^.,.€p in aus- 
geführter Form darzustellen. 

Es sei €j...€p ein Punktsystem I. Gattung vom Über- 
schüsse Q. Von diesem Punktsystem setzen wir voraus, es 
sei so beschaffen, dafs die Trennung der p Punkte in 

p — Q wesentliche Punkte €^.,.ex...ep^Q 
und Q notwendige Punkte r]^.».rjx...ri^ 

möglich sei, und dafs keiner dieser letztem Punkte in einen 
Verzweigungspunkt der Fläche T falle. 

Wir bilden nun die zwei Primärreihen: 

p 

^((u^io)— 2^u^{€^) + K^))=^{{u^ — ef,)), und 

worin co^ . . . o;« . . . oi^ und o unabhängig variable Punkte 
bedeuten. Die erste dieser zwei Funktionen ist identisch 
Null ; die zweite untersuchen wir in ihrer Abhängigkeit von 
den Koordinaten («, z), {s^, z^) .. . (so, z^) der Punkte o («, r), 
ctfj . . . w^ ; die Koordinaten der Punkte i?i . . . ij^ mögen 
(a, , fj) . . . (a^, ^^) heifsen. 
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Als Funktion von z wird ö = 0^ in den Pnnkten 

€* • • • Cn — ö 4 C^i • • • U/q» 

Als Funktion von z^ wird 6 unter anderem Null zur 
1. Ordnung: 

1?) wenn w^ mit o zusammenfällt (Satz I?) dieses 
Paragraphen), 

2^) wenn Wj mit einem der notwendigen Punkte 
rji ,. .rj^ zusammenfällt (Satz 11?).) 

Als Funktion von z^ wird S ebenfalls =0^, wenn w^ 
mit einem der notwendigen Punkte zusammenfällt, und 
gleiches gilt für ß als Funktion von z^ . ..z^. 

Bildet man daher den Quotienten 

t o\ JT 

~~ (^1 — fi) (^2 — Ca) • • • i^9 — Q ' 

SO wird Zähler und Nenner desselben = 0^, wenn w^ nach 
Tj^ j Wg nach 1^2 , ... Wo nach rig rttckt. Wir untersuchen den 
wahren Wert 

6?) F= lim E 

dieses Quotienten als Funktion von Zj unter der Annahme, 
dafs zugleich w^ nach ^i, . . . o^q nach rj^ rückt. 

Fällt der variable Punkt o{s,z) mit einem der wesent- 
lichen Punkte €x zusammen, so wird ^ = , also auch 
E=0. Läfst man nun noch Wj mit ij^ , . . . w« mit rj^ zu- 
sammenfallen, so bleibt E=0, d. h. als Funktion von z 
wird -F=0 in jedem der wesentlichen Punkte e^ ...6p-_^. 

Als Funktion von z betrachtet wird F aber auch = 0, 
wenn der variable Punkt o («, z) mit einem der notwendigen 
Punkte rj^ " »rjg zusammenfällt. Zum Beweise denken wir 
uns den Punkt o («, z) in unmittelbarer Nähe von rj^ gerückt, 
und lassen dann den Punkt ct>^ einen Ringweg beschreiben, 
der beide Punkte o und rj^ in positiver Richtung umkreist. 
Fassen wir nun zunächst ß alB Funktion von z^ auf, so 
enthält dieser Ringweg 2 Nullpunkte von ß ; fällt also o («, r) 
mit ijj zusammen, so wird in rj^: ß==: 0* und daher JS= 0*. 
Als Funktion von z betrachtet wird also i^= 0^, wenn o («, z) 
nach i;^ rückt. 
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Analog wird F^0\ wenn w^ nach i;, rttokt n. s. w. 
— Der Ausdruek Fy der als Funktion von z nicht identisch 
Null ist, wird also Null in allen Punkten des Punktsystems 
L Gattung e^ . . . e,. — Diesen Ausdruck F arbeiten wir nun 
weiter aus. Es ist nach Definition: 



wofern w^ mit rj^ , cu, mit lUj ...w^ mit rjg zusammenfällt. 
Berücksichtigt man nun, dais man eine konvergente Potenz-^ 
reihe differentiiert, indem man sie gliedweise differentiiert, 
so erhält man aus 

lÄl -~ OD M|. — — OD 

wo ff, = 2^Uf, (Bi) + Jf W/u d^x) — Kf, ist : 

;i=:i x=l 



= 2'...^«* ^^"*^^ "^ M> ^*'' ^'^ " ii"" ^'^^ + ^"^ 



hz^ . . . 02:^ 



bz^ , bz^ . ... bz^ 
Da nun 

ist, so ergiebt sich schliefslich: 

b^e 



bZj^ . d;?2 • • »bzq 

=(—2)? . jf . . . jf«* (H) + 2 I % i% (•) - J «M («i) + K^) 

••j = — OD «•p= — OD '^ 

1> P p p p 

H=l ti=l /tt=l 
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Bnd daher: 

7?) F=i—2)9 

<!•• ntl — OD 1I> M — OD 

Setzen wir nun noch: 

8?) F=(— 2)e.i^^, 

80 hat F^ als Funktion von z folgende Eigenschaften : 

1?) F^ ist in der einfach zasammenhängenden Fläche T^ 
einwertig nnd stetig, wie sich ans der Form der 
Beihenentwickelong ergiebt; 

2?) F^ ist nicht identisch Null; seine Nullpunkte sind die 
Punkte des Systems I. Gattung e^ . . . ^; 

3?) es ist: 

•+- — ^ — + "~ 

an axi ß = 8y E= £, und daher auch F^=z F^; 

2 ui (ex) + 2Ux(a)^)—Kx; 

«=1 x=l 

^,=F,.iimr^^^-2^^^^^^-^^)=V^^^-^^^^^> 

Der Ausdruck jP^ , der nur mehr Funktion von z allein 
ist und sich von der ursprünglichen Biemann'schen Primär- 
reihe durch algebraische Faktoren unterscheidet, die zum 
allgemeinen GUede hinzugetreten sind, besitzt also alle 
definierenden funktionentheoretischen Eigenschaften einer 
iS^-Fnnktion. Wir nennen F^ die zum Punktsystem L Gattung 
€^...€p mit dem Überschüsse q gehörige Sekundärreihe. — 
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Wir haben so, mit einer kleinen Abänderung in der 
Bezeichnung, den 

Sitz TI?) Bilden €^...ep ein Punktsystem I. Gattung 
vom Überschusse q, das so beschaffen ist, dafs 
die Trennung in notwendige Punkte c^...«^ und 
wesentliche Punkte ßn^iy...€p ausgeführt werden 
kann, und die Punkte €^...€^ nicht in Yer- 
Zweigungspunkte fallen, so ist die p-fach 
unendliche Keihe: 



+00 +00 <P((m)) + 2 sm {u(o)- lu (s^) + KJ 

Wim— OD m^^^'— 00 



IHj — OD 1fl|| '■ 

P V 

eine nicht identisch verschwindende ^-Funktion 
mit den p elementaren Nullpunkten e^...ep. 

Berücksichtigt man, dafs zwischen den Nullpunkten 
e^,..€p einer ^-Funktion und ihren Parametern e^ ... 6^ ... «p 
stets p Beziehungen von der Form 

p 
ef^ = JJu^ (fix) — K^— (gh)f, (jti = 1, . . .p) 

bestehen, so erkennt man unmittelbar, dafs F^ bis auf einen 
von Null verschiedenen Faktor identisch ist mit der Funktion : 

+« +CO <P((m)) + 2|m(u -ej 

9?) i^,(K-a=2;...27^ 

Wll «^00 M— —OD 

p p 

. ^w^ mJ» (€,)... ^^m^ mJ, (€^) . 

Sind umgekehrt die Parameter «|...eju...ep gegeben 
und lassen sich dieselben auf irgend welche Art in cUe Form 

p 
ef,= 2^Uf^{€^) — Kf, — (gh)a (/ti= 1, 2 . . .p) 

x=l 

bringen, so dafs £^... €p ein Punktsystem L Gattung vom 
Überschusse q mit den im Satz VI?) abgegebenen Eigen- 



-§ 6. Identisches Verschwinden der Summe der Prim&rreihe etc. 49 

ischaften bilden, so stellt der Ansdmok ^ ((ti^ — e^) in 9?) 
«ine nicht identisch verschwindende ^Funktion . mit den 
Parametern e^...ep dar. — Dieser Ausdrack ist jedoch 
nicht der einzige seiner Art. Bezeichnen nämlich 0^...0g 
irgend ^Punkte, dorch deren Lage ein zu e^...€p eorre- 
«idnales Punktsystem eindeutig bestimmt wird, so stellt jeder 
Ausdrack von der Form 

4-00 +« *(W) + 2 S:m(u -«) 

2^ ... 2J ^ ^=^ 

IHj ZZ — • 00 MIm '^^^ — OD 

p p 

«ine nicht identisch versohwindende ^Funktion mit den 
Parametern e^...ep dar. — Dies giebt den 

SfttZ YII?) Lassen sich die Parameter «^...«^...e^ auf 
irgend welche Art in die Form 

p 
«^=^«iu(«x) — ^iit— (fl^Ä).« Gu = l,2...p) 

bringen, wo €^...€p ein Punktsystem L Gattung 
vom Überschusse q mit den in Satz VI?) an- 
gegebenen Eigenschaften bilden, so giebt es 
unendlich viele ^-Funktionen mit diesen Para- 
metern, und ihr allgemeiner Ausdruck ist die 
Sekundärreihe 

10?) ^,{(u,-e,)) = j:...2e , ^ ^ ^^ 

n^x mp 

P P 

in der die ^ Punkte Oi...O^ unabhängig variabel 
und nur der Einschränkung unterworfen sind, 
dafs sie ein zu e^...^, korresiduales Punkt- 
system eindeutig bestimmen. Dieses durch 
02...0a eindeutig bestimmte, zu €^...€p corre- 
siduale Punktsystem ist das Nullpunktsystem 
der Funktion 10?). 

L»Bdfriedt, Th«taftimktioB6B. 4 
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Es läXst rieh im Anschlulis an das Vorige nun aneb 
nooh nachweisen, dafs, wenn die Parameter e^...eft.,,epBicih 
anf irgend eine Art in die Form 

p 

0fi = 2^Uf,{€^) — Kf,= {gh)f, Ou == 1 , 2 . . . |>) 

bringen lassen, wo e^...€p ein Punktsystem L Gattong vom: 
Überschusse q bilden, nicht nur die Biemann'sche Primär- 
reihe ^((u^u — ^/i)) selbst, sondern auch alle ihre partiellen 
Derivierten von der ersten bis zur {q — 1)*~ Ordnung ein- 
schliefslich identisch verßchwinden, aber nicht mehr alle^ 
partiellen Derivierten von der Ordnung q. Für den Beweis- 
dieses Satzes verweisen wir auf die schon öfter erwähnte 
Abhandlung von Christof fei*) und auf die Abhandlung 
von Herrn Rost: „Theorie der Riemann'schen ^-Funktion.^ 

Aus den Resultaten dieses Paragraphen ergiebt sich 
noch, mit Anwendung des Abel'schen Theorems für Integrale 
L Gattung, der weitere 

SfttZ Till?) Ist die mit den Parametern e^...efj,...ep. 
gebildete Riemann'sche Primärreihe ^(t*^ — ö^)) 
nicht identisch Null, so lassen sich die 
Kongruenzen 

p 
11?) e^ = j;u^{€^) — Kf, (/^ = 1,2...|>) 

nur auf eine Art lösen, und ihre Lösung wird 
gebildet durch das System der Nullpunkte der 
Funktion ^((u^ — ö^)). Verschwindet dagegen 
^{{vu — ^fi)) identisch, mit allen ihren partiellen 
Derivierten bis zur (g — 1)**" Ordnung, ein- 
schliefslich, die von der q^ Ordnung aber 
nicht mehr sämtlich, so lassen sich die Eon* 
gruenzen 11?) auf unendlich viele Arten lösen,, 
und die Lösungssysteme bilden korresidnale 
Punktsysteme I. Gattung vom Überschusse q. 



^ Der von Ghristoffel fflr diesen Sats gegebene Beweis gründet 
sich anf die Betrachtung einer Seknndärreihe (»^' Ordnung, ist aber, 
da die daselbst aufgestellte Form der Sekundärreihe ftr gewisse 
«pesielle Punktsysteme der Klasse versagt, nicht ganz vollständig. 
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Schreibt man in 11?) für tf^-^-Kf^ abkftaend r^, wo 
die Vf^ nun ebenso beliebig sind, wie bisher die «^, so läfst 
sich der yorige Satz auch aussprechen, wie folgt: 

SfttZ YIIK) Das durch die Kongruenzen 

p 
12?) ^«^(«x) = t7^ {ßi=l,2...p) 

definierte Jacobi'sche Umkehrproblem ist stets 
lösbar. Die Lösung ist eine eindeutige, wenn 
die mit den Parametern t?^ — iT^ gebildete 
Biemann'sche Primärreihe nicht identisch ver- 
schwindet, und die Punkte e^.^.Sp bilden dann 
das System der Nullpunkte der Funktion 
^{(Ufj, — Vf^-^Kf,)). Ist dagegen diese Funktion 
mit allen ihren partiellen Derivierten bis zur 
(^ — l)^*'^ Ordnung einschliefslich identisch Null, 
sind die partiellen Deriyierten von der Ord- 
nung Q aber nicht mehr alle identisch Null, so 
hat das Umkehrproblem 12?) cx)^ Lösungen, und 
alle diese Lösungen sind corresiduale Punkt- 
systeme I. Gattung vom Überschusse q. 

Dieser Satz ist eine Vervollständigung von Satz IV? , § 5). 
— Wir wenden ihn auf das in § 1) formulierte Jacobi'sche 
Umkehrproblem an. Dasselbe lautete: 

Gegeben sind p willkürliche komplexe Gröfsen t^j . . . t?^ . . . v^ ; 
die variablen Punkte e^ , . .Sp als Funktionen dieser Gröfsen 
Vf^ zu bestimmen mit Hilfe der KongrQcnzen: 



13?) 



„ji^i ^ wj2<^2 4- ... 4- uy^ + . . . + uy^^v,, 

8^C. , «„Co I I e^e^ I I 8^C^ 



V '+ V ' + • • • + V ' + • • . + V *^t?„ 

worin Ci . . . c^ . . . Cp beliebig angenommener Punkte sind, und 




«X 



allgemein Uu" ^= i dun ist. Das Kongruenzzeichen ^ deutet 



^x 



4* 
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dabei an, dafs die (nicht auf die einfach zoBammenhängende 
Fläche T beschränkten) Integrationswege für je ;> in den 
Eongrnenzen 13?) ttbereinanderstehenden Integrale dieselben 
sind, dafs also die linken Seiten von 13?) den rechten 
Seiten gleich sind bis anf Systeme 

p 

1=1 
Yon Simaltanperioden. 

In den Eongrnenzen 
p 

• 

in denen die unteren Grenzen p^i . . . y^ . . . y^ für die ver- 
schiedenen Integrale L Gattung ui . . .u^^. . .Upim allgemeinen 
verschieden, f ttr dasselbe Integral aber, auch bei verschiedenen 
oberen Grenzen e^ dieselben sind, ändern wir nun die unteren 
Grenzen so, dafs sie mit den Grenzen c^, c^ . . . c^ . . . c^ in 
13?) tibereinstimmen. Berücksichtigt man dsjm, dafs 

x=l 

ist, wo Vfj, denselben Sinn hat wie in 13?) und 

14?) k^ = u/f^'^+u/^'^ + ,.. + u/f^'p 

ist, so erhält man 

15?) t;^ = «^ + iS:^ + *^, 

und es ergiebt sich aus Satz VUI^): 

SfttZ II?) Das durch die Kongruenzen 13?) definierte 
Jacobi'sche Umkehrproblem ist stets lösbar, 
und zwar ist die Lösung im allgemeinen eine 
eindeutige. Unendlich vieldeutig ist die Lösung 
nur dann, wenn die n^it den Parametern Vf^-^Kf^—kf^, 
gebildete Biemann'sche Primärreihe > 

' ^((ti^— v^ + ir^ + *^)) 

identisch versehwindet. 
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§ 7. Über ^-Funktionen mit zweiteiligen 
Charakteristiken und Berfikrangsfanktionen. 

Es sei T eine Fnnktion der Klasse von der Form 

(n-l m-l\ 
' ^ ^ ) 

(n— 1 m-l\ 
« , z ) eine ganze Funktion von s und z von den 

hF 
angeschriebenen Graden, und F' = -^ — sei, wenn F das 

Polynom der definierenden Grundgleichung der Klasse be- 
zeichnet. — Durch geeignete Verfügung über die in t auf- 
tretenden konstanten Koeffizienten suchen wir dieser Funktion 
ausgezeichnete Eigenschaften aufzuprägen. 

Nimmt man die Grundgleichung F\8^z) = als 
normalisiert an in dem .früher festgelegten Sinne, so liefert 
die Elimination von z oder s aus den zwei Gleichungen 

8^z)=-Qy a8'{-hz-\-c = Q 

eine Gleichung vom Grade m-f-w. Die ganze Funktion 

2?) l=a8-{-bz-\-c 

von s und z besitzt also in T genau m-\-n Nullpunkte 
1. Ordnung. Durch passende Bestimmung der zwei in l 
vorkommenden verfügbaren Konstantenverhältnisse denken 
wir uns nun erreicht, dafs l in einem vorgeschriebenen 
Punkte € gleich 0^ wird; dadurch sind dann die übrigen 
m-\-n — 2 Nullpunkte von l festgelegt. Eine so bestimmte 
Fnnktion l mit einem Nullpunkt 2. Ordnung im Punkte £, 
bezeichnen wir mit l^ .*) 

Die den Zähler von t bildende Funktion xp besitzt in 
T m{n — 1 ) -{- w (m — 1) Nullpunkte 1. Ordnung und ent- 
hält mn konstante Koeffizienten. Über diese Koeffizienten 
verfügen wir so, dafs ip = 0^ wird in den m-^-n — 2 von 



*) Für die Entwickelangen dieses Paragraphen siehe die Ab- 
handlung von Herrn H. Webern Znr Theorie der ümkehrong der 
AbePschen Integrale, Crelle's Jonmal, £and 70, pag. 314—345. 
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€ yerschiedenen Nullpunkten Ton l^ nnd aufserdem noch in 

den r Punktepaaren, in denen zugleich -r^ — und -r^ — ver- 
schwinden, d. h. in den Doppelpunkten von s. Ist dies ge- 
schehen, so enthält xp noch 

m.n — (m-|-n — 2) — r = (m — 1) (n — 1) — r-f- 1 =:p-f-l 

verfügbare Eonstanten, und die Anzahl der durch die bis- 
herigen EoefQzientenbestimmungen noch nicht festgelegten 
Nullpunkte 1. Ordnung von tp in T beträgt: 

m(n-l)+n(m-l)-(w+w~2)-2r=2(m-l)(n-l)-2r=2|>. 

Über die p Verhältnisse der p-\-l in i// noch vorhandenen 
willkürlichen KoSf&zienten denken wir uns schliefslich so 
verfügt, dafs von den 2 p noch unbestimmten Nullpunkten 
von xp je zwei in einen zusammenfallen. Die so entstehenden 
doppelten Nullpunkte von xp bezeichnen wir mit 0^,0, ... Cp. 

Eine Funktion xp mit den im Vorigen erwähnten Eigen- 
schaften nennen wir eine Bertthrungsfunktion und be- 
zeichnen sie, da die Nullpunkte 2. Ordnung c^ ... Cp jeden- 
falls von der Lage des willkürlich wählbaren Punktes e ab- 
hängen, mit Vae, Die Nullpunkte c^ ... c^ solcher Funktionen 
werden in den weiteren Entwickelungen dieses Paragraphen 
eine hervorragende Bolle spielen. 

Bezeichnen yj . . . y^^-^y^ die unteren Grenzen der 
NormaliAtegrale I. Gattung u^...Uy^...Up in der ^-Funktion 



31) t^ ((«/'" -j;«/'''''' + ii:,)), 



worin K^ . , . K^ . . . Kp die diesen unteren Grenzen ent- 
sprechenden, durch diese Grenzen und die Lage der Quer- 
schnitte Oji, bx (A = 1, . . . p) vollständig bestimmten Werte 
der . Biemann'schen Konstanten bezeichnen, so hat die ^- 
Funktion, wenn sie nicht identisch verschwindet, d. h. wenn 
e^... €x . .. Bp kein Punktsystem L Gattung bilden, diese 
Punkte €j^.. . €x ... epza Nullpunkten 1. Ordnung. Soll nun 
die ^-Funktion 

x = l 
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-worin iji . . . »j« . . . i?p beliebige Punkte bezeichnen, und 
Jc^ . . . kf^ .. . kp noch zn bestimmende Eonstanten sind, 
•dieselben Nnllpnnkte €^ . . . e« • • • ^p haben, so mtlssen die 
Argumente der 2 ^-Fimktionen 3?) und 4?) bis auf Systeme 
Ton Simultanperioden einander gleich sein, d. h. es müssen 
«die p Beziehungen bestehen: 

Gm = 1, . . . |>) 
oder 



51) i^^„^'y^_ 2'«/'''''+ir^. 



Durch diese Beziehungen siad die Eonstanten k^.,.kf^...kp 
bis auf Systeme von Simultanperioden eindeutig bestimmt, 
imd zwar, wie 5^) zeigt, unabhängig von z, b^ . . . €« • • • ^p- 
Dies giebt den 

SfttZ I?) Bezeichnen €, i;, . . . i^x • • • f^p beliebige Punkte 
von T, so lassen sich die Eonstanten k^. . .kfj,...kp 
unabhängig von ^, £^ . . . £« . . . «p so bestimmen, 
dafs die ^-Funktion 

x=l 

falls sie nicht identisch verschwindet, die 
Punkte €^ . ,. €x . . . €p zu Nullpunkten 1. Ord- 
nung hat. 

Nehmen wir jetzt für die bisher beliebigen Punkte r]^ • . . 
ijx . . . % die Nullpunkte 2. Ordnung c^ ... Cp der Berühiungs- 
funktion xffecj so lassen sich die zugehörigen Werte der 
Eonstanten ^^ . . . ä;^ . . . <;p in sehr einfacher Weise bestimnien. 

Läfst man nämlich in der ^-Funktion 

X=l 

in der die A;^ so bestimmt seien, dafs diese Funktion in den 
Punkten e^.. . e^ gleich 0^ wird, den variabelen Punkt z mit e^ 
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zusammenfallen, und berücksichtigt man, dafs die ^-Funktion 
eine gerade Funktion ihrer Argumente ist, so behält man 
für beliebige Lagen von e^, . . . €p die Beziehung: 

Bezeichnet man nun, wie gewöhnlich, mit q> den Zähler de» 
allgemeinen Integranden I. Gattung, so wird die Funktioik 
der Klasse 

le . g> 

in der die von e verschiedenen m-^-n — 2 Nullpunkte von l^^ 

auch Nullpunkte des Nenners ip^^ sind, gleich 0* im Punkte 

«1, =0^ in der 2p ^-2 verfügbaren Nullpunkten von qp und 
= 00* in den p Nullpunkten 2. Ordnung c^ . . , Cp von ip^^^ 

Verfügen wir nun noch über die p konstanten Koeffizienten, 
von q> so, dafs 9) = 0^ wird in e^ . . . €p, so sind dadurch^ 
falls die ^-Funktion 6?) nicht identisch Null ist, was wir 
ausschliefsen, auch die jp — 1 übrigen Nullpunkte «i, . . . «^ 
von q) vollständig bestimmt. Nach dem AbeF sehen Theorem 
für liitegrale I. Oattung hat man dann: 

2w^ + Jlr^/i + 2^'^tl =0, 

X=:2 X = 2 

oder 

x = 2 L x = 2 J 

(jU = 1, 2 . . . jp.) 

In 7^) können wir also die Argumente 

x = 2 

ersetzen durch die bis auf Systeme von Simultanperioden 
gleichen Argumente: 

■- x = 8 -■ 



§ 7. Über ^-Fusktionen mit zweiteiligen Charakteristiken etc. 57 

und erhalten, da die ^-Funktion gerade Fimktion ihrer 
Argumente ist, neben 7^) die weitere Gleichung: 

x = 2 

Nun sind aber die Punkte 62 ... ej, in 8?) ebenso willktirlich 
wie die Punkte £3 ... €p in 7% und jedes dieser Punktsysteme 
ist durch das andere bestimmt. Da also in 7^) nur die 
Punkte fig . . . €jp, in 8^) nur die Punkte €2 . . . €p vorkommen, 
so folgt, dafs die 2 ^-Funktionen 



x = l 



und 



ze J^ ec^ 



x = l 



dieselben Nullpunkte 6^ . . . €p haben. Dies ist aber nur 
möglich, wenn ihre Argumente sich um Systeme ganzer 
Simultanperioden unterscheiden, d. h. wenn 

ist. Die Gröfsen ä;^ selbst sind also Systeme halber Simultan-- 
Perioden: d. h. 



11 ^ 



p 

l 

2 = 1 



wo die ganzen Zahlen g^ . * . ffp, ä^ . . . hp auf ihre Reste 
oder 1 (modulo 2) reduziert werden können. — Aus dem 
Vorigen ergiebt sich der 

Satz W) In der ^-Funktion 

x = l ^ 

worin c^ . . . c^ . . . Cp die Nullpunkte 2. Ordnung 
einer zum Punkt e gehörigen Bertthrungs- 
funktion tp^c sind, lassen sich stets die 
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ganzen Zahlen g^. . .gp, . . .h^.. .hpso bestimmen^ 
dafs diese Fanktion, falls sie nicht identisch 
verschwindet, gleich 0^ wird in den Punkten 

c« • • • C){ • • • €p • 

oder aach 

in der ^-Fonktion mit zweiteiliger Charakte- 
ristik [*] 

11?) ' t^ö««;-!«;-''')) 

läfst sich diese Charakteristik [ 1 stets so be- 
stimmen, dafs diese Funktion, falls sie nicht 
identisch Null ist, gerade in den Punkten 
€i . . . tx • . • «i> verschwindet. 

Durch diesen Satz wird jeder zu einem Punkte e ge- 
hörigen Bertthrungsfiinktion t//ee mit den Nullpunkten 2. Ord- 
nung c^...Cje .. .Cp eine ^-Funktion mit bestimmter zwei- 
teiliger Charakteristik zugewiesen. Umgekehrt läfst sich 
^ber auch zu jedem System 

K=Y ^'*^'*' (^ = 1, 2 . . .p) 

von halben Simultanperioden, also zu jeder gegebenen zwei- 
teiligen Charakteristik [ ], ein System unterer Grenzen 

c, . . . Cx . . . Cp nachweisen, so dafs die ^Funktionen 10?) und 
11!) in den Punkten 6. . . . 6« . . . €p verschwinden, und dafs 
diese Punkte q . . . c^ die Nullpunkte 2. Ordnung einer Be- 
rtthrungsfunktion xpec sind. 

Angenommen, es seien, was nach Satz I?) dieses 
Paragraphen immer möglich ist, die Konstanten Gj^,.,0^,..Gp 
so bestimmt, dafs die Funktion 

12?) i^((«/'-^«/''''4-ö,)), 

^0 ^1 . . . yx . . . /p beliebige untere Grenzen bedeuten, falls sie 
nicht identisch Nnll ist, in den Punkten €^...€p verschwindet. 
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Bestimmt man dann Pmikte c^...c^,..ep mit Hilfe der 
Umkehrkongruenzen : 

13?) J'w^'*^*^^^ — *^, 

was nach Satz IX), § 6?), stets möglich ist, so geht die 
Funktion 12?) über in die Funktion 



14^) t^((t^/ -Ä'''' + A^)), 



die gleich&Us in e^^... €,(... €p verschwindet, falls sie nicht 
vermöge der Wahl dieser Punkte €^,..€p identisch ver- 
schwindet. 

Hiermit ist der erste Teil der oben aufgestellten Be- 
hauptung erwiesen. Fttr den Nachweis dafür, dafs die eben 
ermittelten unteren Grenzen c^...Cp die Nullpunkte 2. Ordnung; 
einer Berührungsfunktion xpee sind, verweisen wir auf die 
bereits erwähnte Abhandlung von Herrn Weber, § 5. 

Jedem System k^,..kf^...kp von halben Simultan- 
perioden entspricht also eine Berührungsfimktion ipeej 
die in den Punkten q . . . Cp gleich 0* wird. Kongruente 
Systeme halber Perioden sind dabei nicht als wesentlich 
verschieden anzusehen; nach dem Modulus 2 inkongruente 
Systeme k^.. .kp können dagegen nie zu demselben Punkt- 
system e^...Cp führen, weil dies den Kongruenzen 13?) 
vndersprechen würde. Es giebt also, dem Punkt e zu- 
geordnet, ebenso viele Punktsysteme c^. . .Cp und auch ebenso 
viele Berührungsfunktionen xfjgej als es inkongruente Systeme 
halber Simultanperioden giebt. Diese Anzahl beträgt 2^^; 
iSie ist gleich der Anzahl der wesentlich verschiedenen 
^-Funktionen mit zweiteiliger Charakteristik. Nur wenn das 
durch die Kongruenzen 13?) definierte Umkehrproblem 00 viele 
Lösungen besäfse, würde es mehr als 2^^, nämlich 00 viele 
Punktsysteme c^...Cp und also auch 00 viele ip^^ zu dem- 
selben Punkte £ geben. 

Durch die vorhergehenden Betrachtungen wird auch 
jeder ^-Funktion mit gegebener zweiteiliger Charakteristik 

£ 1 eine bestimmte Berühmngsftinktion zugeordnet, und diese 
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Znordnimg ist abhängig von der WaU des zu Gnmde ge- 
legten Qnerschnittsystems ui, bx (A =: 1 . . . p) von T". 

Das einem System k^ . ..k^^. . .kp von halben Simultan- 
Perioden entsprechende Punktsystem c^ . . c^ • . . Cp ist im 
Vorigen dadurch definiert worden, dafs die ^-Funktion 14?) 
in den beliebigen Punkten «^ . . . £« . . . % verschwinde. Lassen 
wir diese Punkte e^...ex-*-^p mit c^. ..Cx...Cp zusammen- 
fallen, so können wir die Punkte c^ . . .Cp auch definieren 
als diejenigen Punkte, in denen die ^-Funktion 

15«) ü {{»/'+ k^)) 

gleich 0^ wird, wenn sie nicht identisch Null ist. Ist eine 
^•-Funktion 15?) mit gegebenen Ar^ . . .Äp nicht identisch Null, 
so liefert sie diesem System der ä;^ entsprechend ein ganz 
bestimmtes Punktsystem c^ . . . Cp, und ordnet also diesem 
System der A^ und auch der ^-Funktion, deren zweiteilige 
Charakteristik aus diesem System k^ . . .kp hervorgeht, 
eine ganz bestimmte Berührungsfunktion xp^^ zu. Ist die 

^-Funktion 15?) identisch Null, so sind die Punkte c^...Cp 
nicht mehr eindeutig bestimmt. Die Frage nach der ein- 
deutigen Lösbarkeit der Umkehrkongruenzen 13?) ist damit 
zurückgeführt auf die Frage, ob Funktionen von der Form 
15?) identisch verschwinden können. 

Zunächst giebt es auf jeden Fall ein System k^.. .kp. 
halber Simultanperioden, für welche die zugehörige ^-Funktion 
15?) nicht identisch verschwindet, nämlich das System 

kf^^O. (/i = 1, 2 . . . p) 
In der That kann die ^-Funktion 

nur unter ganz speziellen Voraussetzungen identisch ver- 
schwinden, weil sonst 

^((0)) = ö 

sein müfste, was nicht einmal im speziellen Falle der hyper- 
elliptischen Integrale, wie wir später sehen werden, all- 
gemein zutrifft. Die ^-Funktion 16?) liefert also ein ganz 
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bestimmtes System von Pankten c^. . . Cp, die wir mit 
cj . . . (^ . . ..<?^ bezeichnen. — Gehen wir nun wieder zu 

unserer ursprünglichen Definition der Punkte q . . . Cp als 
unterer Grenzen in der ^-Funktion 14?) zurück, so haben 
wir den 

Satz III?) Die dem System ä^= (iti = 1, 2 . . .p) ent- 
sprechenden Punkte c^i»"Cl.,.€^j die Nullpunkte 

der ^-Funktion ^((^u^*)), haben die Eigenschaft, 
dafs die mit ihrer Hilfe gebildete ^-Funktion 

17«) ^((«/-J«/'"')) 

geraden in den p Punkten e^^. . .€x . . .ep ver- 
sehwindet. 

Bezüglich der übrigen 2 ^ — 1 inkongruenten Systeme 
L...kf^...kp halber Simultanperioden läfst sich (siehe. 
H. Weber, Grelles Journal, Band 70, pag. 329) ohne 
Schwierigkeit nachweisen, dafs bei allgemeinen Moduln der 
Klasse der Punkt e immer so angenommen werden kann, 
dafs keine Funktion von der Form 15?) identisch ver- 
schwindet. Bei allgemeinen Moduln der Ellasse kann man 
also über die Lage des Punktes e stets so verfügen, dafs 
jedem System £^ . . . ä^ halber Simultanperioden, also auch 
jeder ^-Funktion mit zweiteiliger Charakteristik, ein ganz 
bestimmtes Punktsystem c^...€p und daher auch eine ganz 
bestimmte Berührungsfunktion tp^^ entspricht. 

Berücksichtigt man nun, dafs die einem System k^...kp 
halber Simultanperioden entsprechenden Punkte c^ , ..Cp die 
Nullpunkte der ^-Funktion 15?) sind, so ergiebt sich aus 
Satz lU?) unmittelbar: 

SfttZ IT?) Ist c^ ..,Cp das dem System ä;, . . . X;^ . . . £p 
halber Simultanperioden entsprechende Punkt- 
system, so verschwindet die ^-.Funktion 

18?) ^(«-i//')) 
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als Funktion von z gerade in den Punkten 
c^...c»...Cp und es sind die Kongruenzen 

K ^^ W|ii * * Oti = 1, 2 . . . p) 



in eindeutiger Weise lösbar. 

Ä 



Jede ^-Funktion i^ [^] ((*«/*)) ™i* der zweiteiligen 

Charakteristik [ ] hat somit zu Nullpunkten die Null* 

punkte 2. Ordnung o^ . . . c, einer Berllhrungsfunktion i/;cc . 
Hierbei sind jedoeh zwei wesentlich verschiedene Fälle zu 
unterscheiden. 

Unter den 2^^ verschiedenen zweiteiligen Charakteristiken 
[ ], die den 2^^ möglichen Systemen (£^) halber Simultan- 
perioden entsprechen, giebt es nach Früherem 2i*-i(2«'-|-l) 
gerade und 2'~^(2*— 1) ungerade Charakteristiken. Fttr 
die letzteren ist 



^[J] ((0)) d. h. ^{{k,)) oder ^(( i"«/««:)) = 0. 



P 

«=1 



Von den Nullpunkten der Funktion 18?) fällt daher 
in diesem Falle einer , etwa (\ , mit b zusammen ; die 
zugehörige Bertthrungsfunktion tp^^ wird also in b gleich 

0^ und hat daher sämtliche Nullpunkte von l^ eben- 
falls zu Nullpunkten. \f}^^ ist somit durch l^ teilbar, und 

der Quotient —p- ist eine ganze Funktion von s und z 

von den Oraden n — 2 und m — 2, die in allen r Doppel- 
punkten von 8 verschwindet, also eine 9)-Funktion mit den 
Nullpunkten 2. Ordnung c, . . . Cp. 

Ist die dem Systeme X:^ . . . ä;^ . . . itp halber Simultan- 
perioden entsprechende Charakteristik [ ^ ] gerade, so ist im 
allgemeinen: 
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d. h. keiner der Pnnkte c. . . . Cp fällt mit e zusammen; die 
Zugehörige BertthmngsfnnKtion i//^^ ist nicht durch l^ teil- 
bar; wir haben dann eine sogenannte reine oder eigent- 
liche Bertthrungsftmktion xp^^ , während dem Falle einer 

ungeraden Charakteristik eine unreine oder uneigentliche 
(nämlich zerfallende) Bertthrungsfunktion xp^^ =lg.q> ent- 
spricht. 

Fassen wir das Vorige zusammen, so haben wir die 
zwei Sätze: 

SfttZ Y?) Bei unbeschränkten Moduln der Klasse 
giebt es im allgemeinen, ^zu jedem Punkte e 
gehörig, 2^-^(2^+1) reine Bertthrungsfunk- 
tionen xp^^ und, von der Wahl des Punktes e 

unabhängig, 2*-i(2i» — 1) in p — l Punkten 
doppelt verschwindende Funktionen q>. 

StAl TF) Bedeutet [ ] eine zweiteilige Gharakte- 
ristik, so sind die Nullpunkte von 

wenn [ ] eine gerade Charakteristik ist, die 
p Punkte c^...Cpj in denen die zu e gehörige, 
der Charakteristik [ ] entsprechende Be- 
rtlhrungsfunktion xp^^ gleich 0* wird; 

wenn [ 1 eine ungerade Charakteristik ist, 
der Punkt € und die p — 1 Punkte, in denen 
die [ 1 entsprechende Funktion q> gleich 
0« wfrd, - 
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Kapitel IL 

Anwendungen der ^-Funktionen. 

§ 8. Lösung des Jacobfschen Umkehrproblems. 

Das Jacobfsche Umkehrproblem im engeren Sinne be- 
steht, wie schon mehrfach erwähnt, in der Angabe, die 
Punkte x^...Xx,. .Xp zu bestimmen, deren Koordinaten 8, z 
die Kongruenzen 

(^ = l,2...j>) 

befriedigen, in denen v^...v^...v^ beliebig gegebene 
komplexe Gröfsen sind, und Integrationswege zwischen 
denselben Grenzen in allen p Kongruenzen dieselben sind. 

Dieses Problem ist stets lösbar, und, wie wir in § 6^.) 
bewiesen haben, auch stets eindeutig lösbar, wenn nicht die 
Punkte Xj^ . . .Xj(,..Xp ein Punktsystem L Gattung bilden, 
was dann und nur dann geschieht, wenn die mit den Para- 
metern v^ — Kf, — ku (siehe § 6?, Satz IX?)) gebildete 
Biemann'sche Primärreihe 

'«>((''/'''' -«,. + Ji^M + 0) 

identisch verschwindet. Diesen Fall schliefsen wir aus. 

In den Kongruenzen 1?) sind die unteren Grenzen 
c.,..Cjc...Cp willkürlich ; wir nehmen für dieselben die 
Nullpunkte (jJ . . . cj . . . c^ der ;»-Funktion 16?) in § 7?, d. h. 

die p Punkte, in denen die dem Punkte e e^tsprediende, 
zum System halber Simultanperioden £^ =^ gehörige, völlig 
bestimmte Bertthrungsfunktion xp^^ doppelt verschwindet. 

Die Kongruenzen 1?) gehen dann über in 

2?) v"^' + . . • + ^y^ + • • • + ^y^^^fij (iM=i,2...p) 

Wären die unteren Grenzen andere, so hätte man nur 
die Gröfsen v^ .. .Vp um geeignete Konstanten zu vermehren, 
um wieder die Form 2?) zu erhalten. 
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Bedeutet t irgend eine Fonktion der Klasse von der 
Ordnung j, so dafs r jeden bestimmten Wert in q Punkten 
Yon T annimmt^ so läfst sich die Aufgabe des Umkehr- 
problems auch dahin auffassen, dafs die ganze rationale 
Funktion p^^ Grades von r : 

JR (ir) = (t — tJ (t — tJ . . . (t — Tp) = TP — öj . irP-i + . . . 

bestimmt werden soll, wo r^, 1^2 ... Tp die Werte von t in 
^j,^, ...^p bezeichnen. Diese Bestimmung reduziert sich 
wieder auf die Berechnung der Koeffizienten G^, ... Gp. 

Zur Lösung des Jacobi'schen Umkehrproblems bieten 
die Riemann'schen Untersuchungen zwei verschiedene Wege 
dar. Die eine dieser Methoden besteht darin, dafs man 
mit Hilfe der ^-Funktionen eine Funktion der Klasse her- 
zustellen sucht, die gerade in den Punkten x^. . .Xp und in 
keinen weiteren, in diesen aber mindestens zur zweiten 
Ordnung verschwindet. Die andere von Glebsch und Gordau 
herrührende Methode stützt sich auf die Theorie der Integrale 
in. Gattung. Im Folgenden soll diese zweite Methode dar- 
gelegt werden, im Anschlufs an die von Herrn Weber 
(CreUe's Journal, Band 70) gegebene Darstellung derselben. 

Bezeichnet cu (axj cx) das Normalintegral HL Gattung^ 
das in ax resp. cl logarithmisch unstetig wird, wie 

log{z — ax) resp. —log{z — cx), 

w:o der Wert von z in as^^ c^ wieder mit xx^cl bezeichnet 
wird, ist femer t eine Funktion der Klasse von der Ord- 
nung 5, die in jedem der q Punkte ßx (x = 1 . . . 5) den- 
selben fest vorgeschriebenen Wert r (ß) annimmt, und in den 
q Punkten /j . . . y« gleich 00^ wird, so gilt (Theorie der 
algebr. Funktionen, § 26, D?) die Gleichung: 

30) ^Jdc50?,y,) = log^(^^)-^^^ 




^{Cl) — T{ß) 



WO die Integrationswege links so gewählt sind, dafs sie 
keinen der p Querschnitte bx überschreiten. Von den Inte- 

Lftndfriedt, Tbetafiinktteii«B, 5 
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grationswegen in 2?) setzen wir vorans, dafs sie dieselben 
seien, wie in 3?). 

Aus 3?) ergiebt sieh, wenn wir diese Gleichung für 
k = lj2 . . .p bilden und die so entstehenden p Gleichungen 
addieren, die weitere Relation 




X = lT{ct) — T{ß) ' 



worin nun noch die linke Seite als Funktion von v^ . . . Vp, 
darzustellen ist. 



Das Integral 




X 

X 



o 




dui(ß,y)—ldüi (xiy et) 



wird, als Funktion von ß betrachtet, in ax resp. cl unstetig^ 

wie log iß — ai) resp. log (ß — ci). Es wird also die 
Exponentialgröfse 




e- '' 



*A 



d^(ß,r) 




gleich 0^ in ^ji und =oo^ in c^, so dafs die Funktion 



'X 

. X 



5?) E(ß) = e ^ '^ 

gleich 0^ wird in den Punkten «^ , a^j . . . ^i, . . . ajj,, und 
gleich 00^ in den Punkten €% a^j . . . c^, . . . c^. 

Dieselben Null- und Unstetigkeitspunkte besitzt, nach 
den Sätzen des vorigen Paragraphen, auch die Funktion: 

6?) Q(ß) = '-' 



^ ((«/')) 
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Aas dem Verhalten der Normalintegrale III. Gattung und 
der ^-Funktionen an den Querschnitten ai, bx, c;i (Ä := 1. . ,p) 
von T ergiebt sieh femer: 



es ist an axi R=R, Q=Q, 



p I *• p I * 



7) n 



h: R=R.e '=\)cl , ^=Q.e'=])cl , 



n n n <^X' tl = R^ ^=Q' 

Der Quotient 

Q(ß) 



Riß) 

ist daher in T eindeutig und ttberall stetig, und daher eine 
Eonstante. Es ist somit 

QCÄ) Biß,) 



oder, wenn man bertlcksiehtigt, dafs 



. 2 



Riß.) Äjf''^'-'^ 




* «.cf 



ist, nnd die Integralsummen Su^ " * gemäfs 2?) durch v^ 
(/i = l ...p) ersetzt. 



'X 

. 1 



I / diS^ß.yJ 



'=^'cl " ^((u/---O).^((u/^0) 



X = lf 



*((«/«-O).*((«/''0) ■ 

Wendet man dies auf 4?) an, so ergiebt sich 
7o^ > »^ (^;i) - ^ (/?) _« ^ ((«/« '- vj) . ^ ((«/' ')) 
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Denkt man sich im Zähler der linken Seite von 7?) 
das Produkt der p Faktoren x (xi) — r(ß) ausgeführt und 
nach Potenzen von T(ß) geordnet, so sind die Koeffizienten 
der einzelnen Potenzen von T(ß) symmetrische Funktionen 
der p Werte T{xj)yT{x^)y..,T(xp). Diese Funktionen heifsen 
Abersche Funktionen der p unabhängigen Veränder- 
lichen V, . . . t?a . . . Vp. Auf die merkwürdigen Eigenschaften 
dieser Funktionen gehen wir hier nicht ein; bemerkt sei 
nur, dafs das, was fiiemann Abersche Funktionen nennt, 
mit den vorhin so benannten Funktionen nichts zu thun hat. 

Nimmt man für das System der Punkte ßi"*ßx"-ßqy 
in denen t den Wert t (ß) besitzt, der Reihe nach p 
äquivalente Punktsysteme 

ßf;^\ ßT,...ß^\ (x=l,2...3) 
in denen t je die Werte 

besitzt, so ergeben sich aus 7?) p Gleichungen, die aus- 
reichend sind, um die p Gröfsen i^(«,), ^(^4), . . . i^(«j») als 
Funktionen von v^ . . .v^. . .Vp darzustellen. Damit sind aber 
die Punkte x^^ x^., .x^ selbst noch nicht vollständig be- 
stimmt : die Kenntnis von t {x^ z. B. läfst immer noch, da % 
eine Funktion der Klasse von der Ordnung^ ist, die Wahl 
zwischen q Punkten von T olBTen, denen allen derselbe 
Wert T {x^ entspricht, während doch nur einer dieser Punkte 
der gesuchte sein kann. Nimmt man jedoch neben der 
Funktion t noch beliebige andere Funktionen t^, t^ . . . 
der Klasse, und bestimmt die Werte 

^1 (^1)7 ^1 K)? • • • -^1 (^p)j 



80 lassen sich durch die Annahme einer hinreichenden 
Anzahl solcher Funktionen die Punkte x^^ «„...^^ ein- 
deutig bestimmen. 

Erheblich ein£&cher als auf diesem ersichtlich sehr um- 
ständlichen Wege gestaltet sich die Bestimmung von x^...Xpj 
wenn man, nach dem Vorgänge von Herrn Neumann, für 
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die beliebige Fanktion t der Klasse die Variable z selbst 
einfuhrt. In diesem Falle ist j = w, und die Punktsysteme 

ßx\ *' '^x^ sind p Systeme von je n in der Fläche T über- 
einander liegenden Punkten, während die Punkte y« die n 
unendlich fernen Punkte von T sind. Die Gleichung 7?) 
nimmt bei dieser Wahl von % die einfachere Gestalt an: 

•^ .=. ^-C «.. ^((«,°=»'-0).^((„/-))'' 

wo C eine beliebige Konstante bedeutet. — Erteilt man 
hierin der willkürlichen Konstanten C der Beihe nach p 
beliebige, verschiedene Werte, so erhält man p algebraische 
Gleichungen zur Bestimmung der p Punkte x^ , . .x^ als 
Funktion von y^ . . . v^. 

Sind die Gröfsen v^ . . . «?j, so beschaffen, dafs das durch 
die Kongruenzen 2?) definierte Umkehrproblem oo viele 
Lösungen besitzt, so kann man zur Auflösung dieses Problems 
die von ChristofEel eingeführten Sekundärreihen benutzen. 
Auf diesen Spezialfall gehen wir nicht ein. 

Bezüglich der Litteratur des Umkehrproblems verweisen 
wir auf folgende Abhandlungen: 

Jacobi, Crelle*s Journal, Bd. 13. 
Göpel, „ „ „ 35. 

Kosenhain, M6moires des savants ^trangers, t. XI, 
p. 361—468. 

Weierstrafs, Crelle's Journal, Bd. 47 u. 52. 
Biemann, Theorie d. Aberschen Funktionen. 
Glebsch u. Gordau, Abel'sche Funktionen. 
H. Weber, AbeFsche Funktionen v. Geschlechte p=3. 
H. Stahl, CreUe's Journal, Bd. 111. 



§ 9. Darstellmig der Fanktionen und Intej^ale 
der Klasse durch Thetaquotienten. 

Die von Biemann zum Zwecke der Auflösung des 
Jacobi'schen Umkehrproblems eingeführten ^-Funktionen 
gestatten, abgesehen von dieser speziellen Anwendung, noch 
mehrfache andere, nicht minder wichtige Anwendungen. 
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Einige derselben sollen in diesem and den nächsten Para- 
graphen besprochen werden. 

A?) Darstellung einer algebraischen Funktion t 

der Klasse. 

Es sei T eine Funktion der Klasse von der Ordnung q 
mit den Nullpunkten 

und den Unstetigkeitspunkten : 

^1 • • • /«• 

Wir bilden nun folgendes Produkt von r (r > 1) Theta- 
fhnktionen (Primärreihen): 

^= ^(K- <)) . ^(K- O) • • • ^ (K- A 

und denken uns in diesen r ^-Funktionen die Parameter 

«iL • • . ^t^ so bestimmt, dafs keine dieser Funktionen identisch 
Null wird, und dafs sämtliche q Nullpunkte von % unter den 
rp Nullpunkten von K auftreten. Die übrigen rp — q Null- 
punkte von K seien: 

Analog bilden wir das Produkt: 

und denken uns darin die Parameter /l«, • • •/''^ so bestimmt, 
dafs L Null zur ersten Ordnung wird 

1?) in den Punkten ;'i . . . y^ , 

2?) in den rp — q Punkten (Jj . . . drp - « • 

Wie sich dabei diese rp Nullpunkte auf die r Faktoren 
von L verteilen, ist vollständig willkürlich; die einzige ein- 
schränkende Bedingung ist die, dafs infolge dieser Ver- 
teilung keiner der r ^-Faktoren identisch Null werde. 

Die zwei ^-Produkte K und L stellen, wie unmittelbar 
aus den Eigenschaften der i^-Funktionen folgt, Funktionen 
von z dar, die in der einfach zusammenhängenden Fläche T' 
überall eindeutig und stetig sind. Femer ist: 
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+ - t - + - 

an axi ^ := ^, nnd daher K^=K^ L=^ L^ 

an bx: ^ = ^ . «" ''^^"^'*^ + *^'S 
, tind daher: 

oder auch, da: 



x=l x=:l 

q rp-q 



/!+// + ...+ /i'^ =2'«i (y«) +2'«i W - »• . ^i ist, 



x=l x=l 



"worin £ii (A = 1 . . . p) die der angenommenen kanonischen 
Zerschneidnng von T entsprechenden Werte der fiiemann- 
43chen Eonstanten sind: 



rp—q 



^_j^^-r(a,, + 2t*^)-2r2r,^2^^^«^09^) + 2ji*,(^^), 



rp-fl 



Der Qaotient: 



K 



L 

ist daher eine Funktion von z, die in der Fläche T' ttberall 
•eindeutig ist, Null zur ersten Ordnung wird in den Punkten 

ri • • • Pg j 

00^ in den Pnnkten 

^1 • • • y« > 

und deren Verhalten an den Querschnitten ai^ bi dadurch 
charakterisiert ist, dafs 

*°''^=(4-)=(4-)" 
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ist. Berücksichtigt man noch, dafs nach dem Aberscheor 
Theorem für Integrale I. Gattung 

^(waO^x)- w;i(yx))=(S' A)a= ö'A^* + h au + Ä2«2;i + . . . + Ä^a^A. 

ist, wo gx, hx(X=l . . , p) ganze Zahlen sind, die definiert 
sind durch die Gleichungen (Fig. 1) 



27ti.gx 




a 

a 

ß 



d log r , 27ci . hx^ 




y 
b 

ß 



dlogr, 



80 können wir auch sagen, dafs 



an br. (-A-)t=(-^):.2(*,au+».«.. + ." + *p«p.) 



ist. — Dieselben Faktoren wie 



K 



scheidet aber an dea 



Querschnitten ax , h auch die Funktion 



^2 Sh .u 



aus. Die in T' eindeutige Funktion 



V 

^=1 "^ '^ r 



ist daher an allen Querschnitten ax, bx stetig; da sie aufser- 
dem mit % in allen Null- und Unstetigkeitspunkten über- 
einstimmt, so ist sie eine Funktion der Klasse, die sich von 
T nur durch einen konstanten Faktor C unterscheiden kann. — 
Wir haben so die wichtige Formel: 



10) t = C.e 



\l,^^ . % (^) ^((u^-^^))...^((t,^-4>->)) ^ 

Hierzu ist Folgendes zu bemerken. Die vorige Formel I?) 
liefert eine Darstellung der Funktion % der Klasse mit ge- 
gebenen Null- und Unstetigkeitspunkten durch transcendente 



§ 9. Darstellung der Funktionen nnd Integrale der Klasse etc. 73 

Gröfsen: die Normalintegrale I. Gattung und die ^-Moduln 
a^u ji. Die aufserdem noch in P) auftretende Konstante C 
bestimmt sich am einfachsten durch Angabe des Wertes 
von T in einem gegebenen, von den Null- und Unstetigkeits- 
punkten von t verschiedenen Punkte von T. — Aus P) 
ergiebt sich femer: 

SfttZ F) Sieht man die p linearunabhängigen Inte- 
grale I. Gattung u^..,Up als unabhängige 
Yariabeln an, so ist jede Funktion t der Klasse 
2p-fach periodische Funktion dieser Variabein. 

Bezüglich der Anzahl r der ^-Faktoren in Zähler und Nenner 
der rechten Seite von I^) sieht man unmittelbar, dafs diese 
Zahl r beliebig grofs genommen werden kann, wenn nur 
keiner dieser ^-Faktoren identisch verschwindet. Die Dar- 
stellung einer Funktion t der Klasse durch '^-Quotienten ist 
also keine völlig bestimmte, sondern läfst (auch schon wegen 
der vielen möglichen Verteilungen der Null- und Unstetigkeits- 
punkte von t auf die ^-Faktoren in Zähler und Nenner) 
unendlich viele Lösungen zu. Dagegen läfst sich r nicht 
beliebig klein annehmen. Ist nämlich t eine Funktion 
IL Gattung, also von einer Ordnung q^p-^-lj so mufs 
r jedenfalls > 1 sein. Ist t eine Funktion I. Gattung, 
deren Ordnung q'^p ist, so mufs ebenfalls r>l sein. 
Ist schliefslich r eine Funktion L Gattung von der Ordnung 
?<P) so kann r wieder nicht =1 sein, denn in diesem 
Falle würde die ^-Funktion im Zähler und auch die im 
Nenner identisch verschwinden, und die Formel K) würde 
illusorisch. Wir können daher den Satz aussprechen: 

Satz W] Der Ausdruck 



e 



p 



worin ^((w^u — ^fi)) undi^((M^ — /^)) Riemann'sche 
Primärreihen mit nicht identisch verschwinden- 
der Summe bezeichnen, kann nie eine alge- 
braische Funktion der Klasse darstellen. 

Für Sekundärreihen gilt dieser Satz nicht mehr. 
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B<!) Darstellung des Normalintegrals 

IIL Gattung ^(«3^, «,).*) 

Es sei (o (€1, €g) das Riemann'sche Normalintegral 
III. Gattung, welches dadurch charakterisiert ist, dals 
(Theorie der algebr. Funktionen, § 24^ ) 

in «1 (2^ = Si) • ^ («17 «1) = log (2^ — Si) + /• cot., 

in 6, {2 = Ca) : cö (6^, €,) = log (^ — f^) + /. cot, 

4- 
an a;i : w (e^, €3) = 10 (fi^, €,), 

an 6i : c5 («i, €,) = c5 (c^, e^) + 2 [m;i («J — ui (€,)] ist. 

Zum Zwecke der Darstellung dieses Integrals durch ^- 
Funktion bilden wir die 2 Funktionen: 

^^ = ^((m^(o) — w^(€,) — r^)), 
*« = ^ (K {0) — Uf, (€j) — r^)). 



WO 



p-1 



x = l 



ist, und die iT^ (^u = 1 . . . p) die Biemann'schen Eonstanten 
bedeuten, die dem zu Grunde gelegten kanonischen Quer- 
schnittsysteme axjbx(X = l, ...p) entsprechen. Die Punkte 
ß^ . ..ßx... ßp^i denken wir uns dabei so gewählt, dafs 
weder ^^ noch ^^ identisch verschwindet. 

Unter dieser Voraussetzung hat 

^1 die Nullpunkte c^, ß^j ß^, . . . ßp-u 

"^a » n «27 ri> ra? • • • Pp— ij 

und der Quotient 



ist daher eine Funktion von Zj die in der Fläche T ein- 
deutig ist, im Punkte c^ gleich 0^ und im Punkte e^ gleich 

*) Das Folgende ist einer Vorlesang von Ghristoffel aus dem. 
Wintersemester 1892 — 93 entnommen. 
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OD^ wird und sonst keine weiteren Null- and Unstetigkeits- 
punkte besitzt. Bilden wir somit die Fnnktioii 

80 ist: 

infi^: X = log(Är — ^J+/.cot, 

in €, : i = — log (2: — Ca) -{-/• cot, 

+ - + - 

an ai : log d-^ = log d^^, log d^^ = log &^j 

an bx : log &^= log &^— axx — 2 iix (0) + 2 r;i -|- 2 ux (cj, 
^og&^=log »^ — axx—2ux{o)-]-2rx-{-2ux{€^)j 

und daher : i = Z -f" 2 [wa («1) — ^x («2)] . 

Die Funktion L bat daber in T' dieselben Unstetigkeiten 
und dieselben Ferioditätsmodoln wie ü {e^, e^). Die Differenz 
ü{€^j€^) — L ist folglicb in T' überall eindeutig und stetig 
und hat lauter verschwindende Ferioditätsmodnln, d.h. es ist: 

cö (cj, €j) = Z -|- constans. 

Verfügen wir daher in geeigneter Weise über die untere 
Grenze des Integrals (()>(€^, €,), so erhalten wir die Dar^ 
Stellungsformel : 

n?) w{e,,e,) = P(o,B,)-P{o,e,) 

ü (K (o) — Ufi («1) — 2J^^ (ßx) + ^f*)) 

= log '^^ , 

deren Gültigkeit wesentlich an die Voraussetzung geknüpft 
ist, dafs die zwei Punktsysteme 

*i? ri) r«j • • • Pp — 1> 
H^ ßv P91 • • «Ä— 1 

keine Punktsysteme I. Gattung sind. 
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G?) Darstellung des Kormalintegrals II. Gattung t{o,e). 

Um auch für das Kormalintegral U. Gattung t{Oye\ das 

im Punkte e(z = ^) wie = unstetig wird und an a;^, bx 

die Perioditätsmoduln 0, — 2ui(£) besitzt, eine Darstellung 
durch ^-Funktionen zu gewinnen, bilden wir die logarithmische 
Derivierte: 

d log ^ ((m^ (o) — u^ {e) — 2Juf, (ß^) + Z^)), 

=•— ^Zi^ 

-- d^ 

wobei die Punkte ß^...ßp^i so gewählt sind, dafs €,ß^...ßp^i 
kein Punktsystem I. Gattung bilden, und keiner der Punkte 
ß mit dem Punkte e identisch ist. Wie aus den Eigen- 
schaften der ^Funktionen ohne weiteres folgt, ist diese 
Funktion 3 ia T' überall eindeutig, wird unstetig nur im 
Punkte €{z = C)j wo 

S = ^ + /.cot 

ist, und besitzt an ax, bx die Perioditätsmoduln 0, -|- 2ui (e). 
Es ist daher 

t{o,e)-{- 3= constans, 

und wir erhalten, wenn wir noch die zur Verfügung stehende 
untere Grenze von t (o, e) in geeigneter Weise auswählen, 
die Darstellungsformel: 

d log ^ ((t*^ (o) - u^ (e) -JJu^ (ß.) + K^)) 



x=l 



m?) tio,e)= ^ 

welche wesentlich an die Voraussetzung geknüpft ist, dafs 
sich unter den Punkten €jß^,..ßp^i keüi notwendiger be- 
finde, und dafs keiner der Punkte ßx mit dem Punkte e 
identisch sei. 

Analog wie für t (o, e) läfst sich auch für das (Theorie 
der algebr. Funktionen u. s. w., § 23) eingeführte Kormal- 
integriü U. Gattung 

t^^>^o,e) = -J^^^ (.>1) 
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eine DarsteUungsformel mittels ^-Fimktioiien gewinnen. Be- 
rttcksichtigt man nämlich, dafs die v** Deririerte 

d' log ^ ((«^ (0) - «^ (€) - 2"«^ 0?«) + ^m)) 

an ax, h die Perioditätsmoduln 0, — 2 u^^^ (e) besitzt, in T' 
nnr im Punkte s(z = ^ unstetig wird, and dafs 

in«: S<'> = (üZlllL _!_/. eot 

ist, 80 erhält man fttr t^'^^o^e) bei geeigneter Wahl der 
nnteren Grenze dieses Integrals die Darstellongsformel : 

IV«) «W(o,e) 

r log ^ (K (o) - «V («) — Ä (ß") + -'^m)). 

X— 1 

die ebenso wie III?) wesentlich an die Voranssetzung ge- 
bunden ist, dafs sich unter den Punkten e, /9^, /?,... /3p . i 
kein notwendiger befinde, und dafs keiner der Punkte ß^ 
mit dem Punkte e identisch sei. 

Bemerkung: Zieht das Verschwinden des allgemeinen 
Integranden L Gattung w' in e zu irgend einer Ordnung 
r<;p nicht ein weiteres Verschwinden von w' ia e nach 
sich, so gilt auch, wie sich leicht nachweisen läfst, bei ge- 
eigneter Wahl der unteren Grenze von t (o, e) die Darstellungs- 
formel: 

V.; t(p,e) — — — . ^ . 

aus der sich wegen 

t(p,e) = j^, 

die weitere Formel ergiebt: 

VI?) P(o,e) = ^^Aoe»{{u^{o)-p.u^(B) + K^)). 
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Gilt das oben für den Pnnkt s Gesagte einzeln von 
'den Punkten e^ und €,, so hat man schlierglich: 

Die Formeln dieses Paragraphen liefern die Darstellung 
der Funktionen und Integrale der Klasse durch Material ein 
und derselben Art, nämlich durch die Normalintegrale 
I. Gattung u^ ,. .Uf^. ..Up und die Periodizitätsmodnln a^;i 
derselben an den Querschnitten \ .. .b^. ,.bp. 



§ 10. Die Wnrzelfanktioneii : Definition nnd 

Darstellung derselben. 

Es sei, die Existenz derselben vorausgesetzt, t eine 
algebraische Funktion der Klasse, die 

in ß^...ßx.. .ßq gleich 0~ , 

» /i • • • y« • • • y« n ^9 

wird. Nach dem Abel'schen Theorem ist dann: 

'^ -^K ißn) — w^ (yx)) = (^Ä)/i> (iw = 1, 2 . . .p) 

WO die g und h ganze Zahlen bedeuten, und es läfst sich 
T darstellen durch einen Ausdruck von der Form: 

wovin C eine Konstante bezeichnet. Hieraus ergiebt sich: 

I?) y7^c,^=i m^=i* \ 

Diese Gleichung definiert VT als eine eindeutige Funktion 
des Ortes in der Fläche T\ oder genauer ausgedrückt: sie 
definiert einen der m Zweige dieser Funktion; die übrigen 

m — 1 Zweige von Vt erhält man, indem man die Konstante 
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C der Reihe nach mit den übrigen m*«" Wnrzeln der Einheit 
multipliziert. 

Ans den Periodizitätseigenschaften der Normalintegrale 
III. Qattnng ^{ßxjYt)^ den Gleichungen des Abersehen 
Theorems und den Definitionsgleichungen 



27rt.^A = 




a 
a 

ß 



d logT, • 2ni .hx = — 




b 

ß 



dlogr 



der ganzen Zahlen g und h ergiebt sich ferner ohne 
weiteres, dals: 



an ax'. 



m+ ^ 



« — 



an iji: Y f =>^. e 



2ni 
m 

27ti 



m - 



9x 



ist. Die durch I?) definierte Funktionier scheidet also an 
den Querschnitten a^, h Faktoren aus, die m^ Einheits- 
wurzeln sind. 

m 

Funktionen, die wie V^t in der Fläche T eindeutige 
Funktion des Ortes sind, dieselbe endliche Anzahl q von 
Null- und Unstetigkeitspunkten 1. Ordnung besitzen, und an 
den Querschnitten axj bx m^ Einheitswurzeln als Faktoren 
ausscheiden, heifsen Wurzelfunktionen, und zwar speziell 
Wnrzelfunktionen m^^ Grades. — Im Folgenden wollen 
wir die Aufgabe zu lösen suchen, derartige Wurzelfunktionen, 
ihre Existenz vorausgesetzt, durch ^-Funktionen darzustellen. 
Aus dieser Darstellung wird sich dann zugleich die Existenz 
dieser Funktionen ergeben. 

Wir fassen die Aufgabe zunächst etwas allgemeiner und 
suchen mit Hilfe der ^-Funktionen eine Funktion 4> von z 
herzustellen, die folgende Eigenschaften besitzt: 

1?) sie soll in der Fläche T überall eindeutig- 
sein und nur wie eine algebraische Funktion 
unstetig werden; 

2?) sie soll an den Querschnitten cxyGxjbxj kon- 
stante Faktoren kx^mx^nx ausscheiden. 



80 
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Ans diesen Definitionseigenschaften der multiplika- 
tiven Funktion ^ ergeben sich mehrere gnmdlegende 
Sätze: 

Satz I?) Die Faktoren hx sind alle = 1. 

Beweis: Nach 2?) ist (Figur 1): 

0{a)=nx.0(ß% 
mx.0{ß) = 0{y\ 

woraus durch Multiplikation unmittelbar kx = l folgt. 

Satz II?) Jede multiplikative Funktion hat in T 
ebensoviel Nullpunkte wie Unstetigkeitspunkte 
erster Ordnung. 

Beweis: Bezeichnet N die Summe der Ordnungszahlen 
des Null- und Unendlichwerdens von innerhalb Tj so ist 
nach einem Satze von Gauchy: 



N= 



2 711 




d\og0, 



(T') 



WO die Integration sich in positiver Richtung ttber die 
ganze Begrenzung von T' erstreckt. Es ist nun (Fig. 1): 




dlog0=2J 




a 
a 

ß 



+ 



(dlog^ — dlog^) 




+ 



und daher 



(d log — dlog 0) +^ 



A^=0, 




c 

d 



+ 



(dlogiP — dlog<P), 



da längs eines jeden Querschnittes: (2 log 4^ = c2 log 4^ ist 
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SfttZ IIP) Sind ß^...ßy.,.ßq die Nullpunkte, yi...yx...y« 
die Unstetigkeitspunkte einer Funktion mit 
den Multiplikatoren mx, nx, so gelten die p 
Beziehungen: 

119) ^'K0?x)-w^(yx))=Ylogw^-2^.27«/*;i-logmi4-(^ÄV 



x = l 



{fl = l,...p) 



V 



wo 



(^Ä)a = gf,7ti -{-2^hx a^x 

;i=i 

ist, die Logarithmen eindeutig gemeint sind 
und die ganzen Zahlen gx^ hx definiert sind 
durch die Gleichungen: 





a 
a 

ß 

y 
b 

ß 



dlog0 = log nx-{-27ti,gxj 



d log <^ = log mx — 2 TT 2 . hx. 



Beweis: Derselbe ergiebt sich sehr leicht durch Aus- 
wertung des in positiver Richtung über die ganze Begrenzung 
von T' erstreckten Integrals 

u^ . d log . 

(r) 

Schreibt man die linke Seite der Beziehung 119) in der Form 





x = l 



und legt man den Integrationswegen von y^ nach ßx die 
Beschränkung auf, die Querschnitte ax, bx nicht zu über- 
schreiten, so werden alle gx,hx gleich 0, und die Be- 
ziehungen U?) vereinfachen sich dementsprechend. 



Landfriedt, TheUfanktionen. 
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Der Satz 1119), der nichts anderes ist als die Ans- 
dehnnng des AbeFschen Theorems anf die Funktionen 0^ 
läfst sich gerade wie dieses Theorem umkehren. Diese Um- 
kehmng zusammen mit dem Vorigen liefert den 

SfttZ lY?) Damit eine Funktion ^ existiere, die 
innerhalb T einwertig sei, die Punkte ßi...ß^ 
zu Nullpunkten, die Punkte y^.-.yq zu ün- 
stetigkeitspunkten 1. Ordnung besitze und an 
axj bx die Multiplikatoren mi^ nx ausscheide, 
ist es' erforderlich und ausreichend, dafs die 
p Beziehungen 11?) erfüllt seien, worin gxy hi 
ganze Zahlen bezeichnen. 

Um nun die Existenz einer Funktion mit beliebig 
vorgeschriebenen Multiplikatoren mx, nx nachzuweisen, bilden 
wir das ^-Produkt: 

das =0^ wird in den rp Punkten yi...yrp, die wir uns 
so gewählt und so auf die r ^-Funktionen verteilt denken^ 
dafs vermöge der durch diese Wahl sich ergebenden Werte 

der Parameter /^, . . .fji^ keine der r ^-Funktionen identisch 
verschwindet. 

Desgleichen bilden wir ein zweites ^-Produkt: 

K=^ (K — 4)) • ^ (K — ^T)) . . . ^ (K — <?r)) 

mit noch unbestimmten Parametern JjP, . . . c^T^ und suchen 
in dem Ausdrucke 

K ~2|fe u(o) X 
in?) Q = —-,e '*=! ="r"'^ 

die Parameter e^^\ . . . e^^^ und die Gröfsen fc^ (/u = 1 . . . j?) 

so zu bestimmen, dafs Q an ax^ bx die Multiplikatoren m^, n^ 
ausscheidet. 

Es ist: 



1?) an ax'. (-^tJ^Ct")' ^ = ^-^ 
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und daher : Q= Q ,e ; 

J! r) an 0;i : Ä = Ä . e a = i , 

t 7 -♦•(o,i + 2«i(o)) + 2i/<''> 

JL/ = Jj , e a—l j 

und daher 

Für die Parameter e^^^ . . . «(*") und die Gröfsen k^ erhalten 
Wir 80 die Beziehungen: 

r p 






2 



aus denen sich ergriebt: 

2m ° {A=l,2...p). 

Wählt man die Gröfsen h^e^x^ so, dafs diese Beziehungen 
IV?) und V?) erfüllt sind, so stellt der Ausdruck Q in m?) 
eine Funktion <^ von z mit den Multiplikationen mx^ni dar. 
Diese Funktion hat rp Nullpunkte und ebensoviel ünstetig- 
keitspunkte. Fallen einige der Nullpunkte mit ebensoviel ün- 
stetigkeitspunkten zusammen, so wird die Ordnung q von Q 
entsprechend kleiner. 

Wenn sich auf Grund der Beziehungen V?) Parameter e^x^ 
ergeben sollten, für welche einer oder mehrere der im 
Zähler von Q auftretenden ^-Faktoren identisch Null würden, 
so hätte man nur diese ^-Faktoren durch passend gewählte, 
nicht identisch verschwindende Sekundärreihen zu ersetzen, 

6* 
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und erhielte wieder einen Ausdruck Q mit den geforderten 
Eigenschaften. Dies giebt den 

SfttZ T?) Funktionen mit vorgeschriebenen Multi- 
plikatoren m;i, Wi (A = 1 . . .p) giebt es auf jeden 
Fall, wie auch die Gröfsen rriijUi gewählt sein 
mögen, und der Ausdruck Q in III?) stellt eine 
solche Funktion dar. 

Umgekehrt, läfst sich aber auch jede vorgegebene 
Funktion ^m^^n^ (wo die Indices die Multiplikatoren anzeigen) 

durch einen Ausdruck von der Form lU?) darstellen. 

Nach Satz lY?) ist die notwendige und ausreichende 
Bedingung für die Existenz einer Funktion ^m^ni die, dafs 

zwischen ihren Nullpunkten ß^. ..ßq und ihren Unstetigkeits- 
punkten y^ . . . y« die p Beziehungen 

2J(u^(ßy)—'Ufi (yx)) =-s-logn^— "ö-y jL'öiui . logmi 

x=l ^ ^^* 2 = 1 

(^=1,2. ..p) 

bestehen, bei geeigneter Wahl der ^ Integrationswege von 
yjc nach ß^. — Sind diese Bedingungen erftlllt, so gelangt 
man zur Darstellung von <2^m;i«;i auf folgende Weise. Auf 
Grund der Helationen 

p 



x=l 



die zwischen den Parametern «^ irgend einer ^-Funktion 
& ((mu — ef^)) und ihren Nullpunkten e^ ...e^ bestehen, denkt 
man sich im ^-Produkte 

*^ I 4 

die Parameter /j^D . . ./W so bestimmt, dafs L = 0^ wird in 

^1 • • • y« 
und in rp — q weiteren Punkten 

*1 • • • ^rp — 2 j 
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die so gewählt und znsammen mit y^'%»yq so anf die 
r ^-Faktoren von L verteilt werden, dafs keiner dieser 
Faktoren identisch Null wird. 

Desgleichen bestimmt man im ^-Prodokte 

die Parameter «(^^...ö^*") so, dafs ^"==0^ wird 

in ßi • - ' ßq 
nnd in d^ . .örp—q, 

wobei diese rp Nullpunkte so auf die r ^-Faktoren verteilt 
werden, dafs keiner derselben identisch Null wird. Diese 
Verteilung wird, da wir zu Anfang über die Zahl r und die 
Punkte d^...drp—q frei verfügen können, immer möglich 
sein ; sollten sich bei fest angenommenem Werte der Zahl r 
und nach Wahl der Punkte d^. ,,drp^q Parameterwerte e^^^ 

ergeben, für welche einer oder mehrere der ^-Faktoren von 
L identisch versehwinden, so hätte man nur die Faktoren 
durch passende Sekundärreihen zu ersetzen ; an der funktionen- 
theoretischen Natur von K wtlrde dadurch nichts geändert. 

Die Funktion 

wo Ar» = — -^ — r log ma 

ist, wird dann 0^ in ß^ .. .ßq und oo^ in ^i . . . y,, ist sonst 
in T' überall eindeutig und stetig und scheidet am Quer- 
schnitte ax den Faktor 



e ^ = nix, 



und an bx den Faktor 

e X— 1 .u=i' '^ 

aus. Beachtet man nun, dafs nach Voraussetzung: 

« 1 ^ 

2^' (ux (/?x) — ux (yx)) = lognx——^JJ log m^.af^x 
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ist, so sieht man, dafs an bx: ^=Q.e ^ 

d. h. Q= Q.m ist. 

Die so bestimmte Funktion Q hat also mit der gegebenen 
Funktion <^mxnx ^U^ Null- und Unstetigkeitspunkte gemein, 
scheidet an den Querschnitten ax . b^ dieselben Faktoren aus, 
wie ^m^nx ^"id ist wie letztere Funktion sonst in T' überall 

eindeutig und stetig. Es kann sich daher Q von ^m^n^ nur 

um einen konstanten Faktor C unterscheiden, und wir 
haben den 

Satz Yl?) Jede Funktion ^„.^^^ läfst sich darstellen 
in der Form: 

^ _P ^(K — g|!^)).>-^(K — <^)) -2|i .tt (0) 
^ (K —fy)) • • • ^ (K — /Jt )) 

worin k^ = ö^rT'^^S^i"' 

2 J'C^"^ - /Jf ^) = log /^^ K Jja^ X log m, ist. 

Setzt man eine Funktion ^m^n^ innerhalb T' auf be- 
liebigem Wege stetig fort, so scheidet sie jedesmal beim 
Überschreiten eines Querschnitts ai^ bx einen Faktor mx, nx 
aus. Eine derartige Funktion nimmt also im allgemeinen in 
jedem Punkte von T unendlich viele Werte an, und der 
Quotient je zweier solcher Werte ist ein Produkt von 
Potenzen der Multiplikatoren mxj nx, Soll nun ^mxnx ©ine 

algebraische Funktion von z sein, d. h. in jedem Punkte 
von T nur eine endliche Anzahl von Werten annehmen 
können, so mufs es eine positive ganze Zahl m geben, 
so dafs zugleich 

mx =lj rix =1 

ist für A = 1, 2 . . .p, d. h. mx^ nx müssen Einheitswurzeln 
desselben Grades m sein. Setzt man dann 

mx = e ^ nx = e , (l = l,Z...p) 
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so mttssen ki und k'x von der Form: 



m m 



fiein, worin gxj kx positive ganze Zahlen bezeichnen, die 
kleiner als m sind. Unter diesen Voraussetzungen ttber 
mxj ni scheidet die m^ Potenz von ^m^nx an allen Quer- 
schnitten von T* den Faktor 1 aus, ist also eine algebraische 
Funktion der Klasse, ^mxnx selbst ist daher die m*« Wurzel 

aus einer Funktion der Klasse, deren Null- und Unstetigkeits- 
punkte alle von der m^^ Ordnung sind, also eine Wurzel- 
funktion m*«° Grades. 

Aus den bisherigen Betrachtungen ergiebt sich der 

SfttZ TU?) Bedeutet m irgend eine positive ganze 
Zahl, so stellt der Ausdruck 



worin die Parameter «J[f\ /L^^ den ;> Beziehungen 

Gu=l,2...p) 

genügen, und die g^t. und hx positive ganze 
Zahlen bezeichnen, die kleiner als m sind, eine 
Wurzelfunktion m*«° Grades dar. Umgekehrt 
läfst sich jede Wurzelfunktion m**» Grades 
durch einen Ausdruck von der obigen Form 
darstellen. 

Die vorigen Betrachtungen beschränken sich auf 
Quotienten von ^-Funktionen mit den Argumenten m^ — e^ ; 
Quotienten von ^-Funktionen mit allgemeineren Argumenten 




sind von Herrn Stahl untersucht worden. Siehe Journal 
f. Math. Bd. 89 pag. 111. 
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§ 11. Über Wnrzelfnnktionen zweiten Grades. 

(n — 1 w — 1\ 
8 , z ) und 

(n-2 m — 2\ 
s ^ z ) von z kennen gelernt, die in p resp. p — 1 

Punkten von T gleich 0* werden. Von diesen Funktionen 

haben wir gesehen, dafs jede von ihnen bei gegebener 

kanonischer Zerschneidung von 2] einer bestimmten zwei« 

teiligen Charakteristik 

^ ^-' L9A L9i'"9X'''9pS 
in der die Gröfsen gxj h auf die Werte und 1 beschränkt 
sind, so zugeordnet ist, dafs die ^-Funktion i^ 1 ^ 1 ((^^*))> 

wenn 1 ^ 1 gerade ist, die p Nullpunkte zweiter Ordnung 

einer Funktion i//, und wenn 1 1 ungerade ist, die p — 1 

Nullpunkte zweiter Ordnung einer Funktion q> und anfser- 
dem noch den Punkt e zu Nullpunkten hat. 

Die Quadratwurzeln Vip, Vq> nennen wir kurz Wurzel- 
formen, die Vq) auch, nach Riemann, AbeTsche Funk- 
tionen im engeren Sinne. 

Bildet man Quotienten 



von Wurzelformen Vxp resp. V% wo die Indices [ju], [v], [^'j, [v'] 
die Charakteristiken 

bezeichnen, und die Charakteristiken in Zähler und Nenner 
verschieden sind, so stellen diese Quotienten Wurzelfunktionen 
zweiten Grades in dem früher angegebenen Sinne dar, und 
Satz VI? § 7 ermöglicht eine Darstellung dieser Funktionen 
durch Quotienten von ^-Funktionen. 
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Sind nämlich 






2?) 


M — 


hf^ ...hfK.. /4"'" 




und 








39) 


[v] 


il\ • • • fl\ • • • Zip 

M (v) (v) 

9i •••9x -'-gp 




died 


ien Quadraten vo 


n Zähler nnd Nenner einer Wnrzeliunktion 


4?) 






zugeordneten ungeraden Charakteristiken, 


so ist der Quotient 






/ »w du";)) y 






• 


1 ^(v] ((«P) J 




eine 


Funktion der Klasse, die mit der Funktion der Klasse 











alle Nullpunkte und Unstetigkeitspunkte gemein hat, sich 
von dieser Funktion also nur durch einen konstanten Faktor 
unterscheiden kann. 
Es ist daher: 

wo C eine von z unabhängige Eonstante bedeutet. 
Ebenso gilt für jede Funktion 



die Darstellungsformel 

worin wieder C eine von ä unabhängige Konstante bedeutet, 
und [fi], [v] gerade Charakteristiken bezeichnen. 
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Aus I?) und n?) ergiebt sich weiter: eine Wurzel- 
funktion ^[fiv] oder ipif^y] ist in T' eindeutig und scheidet 

an ax den Faktor ( — 1) ^ ^ , 

an 6, „ „ (-!/>• ^S 

aus. Wir drücken letzteres dadurch aus, dafs wir sagen: 
eine Wurzelfunktion *[^v] oder ipi^j^v] ist der Differenz (oder, 
da die h und g auf die Werte und 1 beschränkt sind, 
der Summe) der Charakteristiken [fj] und [v] zugeordnet. 
Analog sprechen wir von einer Zuordnung einer Wurzelform 

Vyj[iA] oder Vg){^] zur Charakteristik [^]. 

Aus der Zuordnung der Wurzelformen y^^ y^ ^u 
zweiteiligen Charakteristiken ergiebt sich ferner der 

SfttZ I?) Keine der Wurzelfunktlonen zweiten Grades 

kann eine Funktion der Klasse sein. 

Beweis: Wäre eine Wurzelfunktion ^Tj^^j oder <P[^v] eine 
Funktion der Klasse, so müfste die Differenz (oder Summe) 
der nach Voraussetzung verschiedenen Charakteristiken 
[ft], [v] die Charakteristik 



rni _ ro • • • . . . Ol 

L^J ~ Lo ^ . . . . . J 



ergeben; dies ist aber unmöglich, da sich die Charakteristik 
[0] nur als Differenz (oder Summe) von zwei gleichen Charak- 
teristiken darstellen läfst. 

Die einer Wurzelfunktion zugeordnete Charakteristik 
heifst Periodencharakteristik, und es giebt im ganzen 
2^^ — 1 eigentliche Periodencharakteristiken, da die Charak- 
teristik [0], wie aus dem vorigen Satze folgt, keiner wirk- 
lichen Wurzelfunktion zugeordnet ist. Diese Charakteristik 
[0], welche einer Funktion der Klasse zugeordnet ist, nennt 
man wohl auch die uneigentliche Periodencharakteristik. 

Die Periodencharakteristiken sind mit den bislang be- 
trachteten ^-Charakteristiken nicht zu verwechseln. Diese 
letzteren werden erst dann zu Periodencharakteristiken, wenn 



{ 
i 
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man gie relativ zur ^-Funktion d' ((w^ — «^) betrachtet, d. h. 
wenn man der an sich nicht ausgezeichneten ^-Charakteristik 
[0] eine bevorzugte Stellung einräumt. 

Der Unterschied zwischen Periodencharakteristiken und 
-^-Charakteristiken tritt sehr deutlich hervor in der Theorie 
der Transformation der ^-Funktion, worauf wir jedoch in 
diesem Werke nicht näher eingehen.*) 

An Satz I?) schliefst sich weiter an: 

SfttZ II?) Die Systeme der Null- und Unstetigkeits- 

punkte einer Wurzelfunktion y'fjuv] oder 0^^^] 
können nicht zusammengehörige Punktsysteme 
der Klasse sein. 

Beweis: Angenommen, es gebe eine Funktion t der 
Klasse, die in denselben Punkten und zu derselben Ordnung 
Null und 00 wird, wie eine Wurzelfiinktion zweiten Grades, 
etwa wie ^^.y, dann ist 

T 

eine algebraische Funktion von z, die in T eindeutig ist, in 
dieser Fläche weder noch oo wird, und 

an ax den Faktor ( — 1) =^x, 

w h ,, (—1) ^ =«i, 

ausscheidet. Es ist dann femer log Z eine Funktion von z^ 
die (weil sie in T' nicht oo wird), in T eindeutig ist, 
nirgends oo wird, und deren Verhalten an den Querschnitten 
dadurch charakterisiert wird, dafs 

an ax: logZ==logZ + log6A, 

„ bx: log Z = log Z + log el 
ist. Es ist somit log Z ein Integral w I. Gattung^ und daher 

Z = e^. 



*) Siehe etwa H. S t a h 1 : Theorie d. Ab. Fonktionen, achter Abschnitt. 
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Da nun die Querschnittsfaktoren ex, e\ gleich + 1 sind^ 
Bo ist Z* = «2t<> eine Funktion von z^ die in T überall ein- 
deutig und stetig ist, und an den Querschnitten a^^ bx die 
Faktoren e^ = £'^ = 1 ausscheidet, also eine Konstante. Z 

ist daher ebenfalls konstant, und die Wurzelfunktion ^lur] 
läfst sich darstellen in der Form: 

WO c eine Konstante bezeichnet. Dies ist aber nach Satz I?) 
unmöglich. 



§ 12. Beziehnngen zwischen Wurzelformen. 

Addiert man zu einer beUebigen Charakteristik [«] eine 
andere Charakteristik [x], so erhält man wieder eine der 
2^^ ursprünglichen Charakteristiken, d. h. : 

oder [€] = [)c]-f-[A]. 

Diese letztere Beziehung liefert die Zerlegung einer 
Charakteristik in zwei andere. — Addiert man zu einer 
Charakteristik [e] der Reihe nach alle 2^^ Charakteristiken, 
so erhält man ebensoviele Zerlegungen von [e] in je zwei. 
Da aber 

M + W = W 

und [e] + [a] = [x] 

zu derselben Zerlegung [«] = [x] -f- [X] führen, so ergiebt 
sich, dafs jede Charakteristik [e] auf 2^^^^ Arten in zwei 
andere zerlegt werden kann. Ausgenommen hiervon ist die 
Charakteristik [0], die nur in zwei gleiche Charakteristiken 
zerlegt werden kann. — Die wichtigsten dieser Zerlegungen 
sind die in zwei ungerade Charakteristiken : wir wollen hier 
nur den Satz mitteilen, dafs jede Charakteristik sich auf 
2p -2 ^21^-1 — 1) Arten in zwei ungerade Charakteristiken 
zerlegen läfst. 

Es seien nun 
irgend zwei Wurzelformen zu den Charakteristiken [x], [X]. 
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Ihr Produkt 

ist dann, wie leicht za sehen, der Charakteristik: 

W = M + W 

zugeordnet. Da aber, nach dem Vorigen, diese Charakteristik 
[e] sich auf mannigfache Art in die Summe von je zwei 
Charakteristiken zerlegen läfst, so giebt es eine ganze Keihe 
von Produkten von je zwei Wurzelformen, die der nämlichen 
Charakteristik [e] zugeordnet sind. Auf diesem Umstände 
beruht eine Reihe von Sätzen über Produkte von Wurzel- 
formen, von denen wir nur die einfachsten ableiten wollen. 
Zugleich beschränken wir uns auf diejenigen Produkte von 
ie zwei Wurzelformen, in denen die zwei Faktoren entweder 

beide Funktionen Vip oder beide Funktionen Vq) sind. 
Mit andern Worten : wir bertlcksichtigen nur diejenigen Zer- 
legungen einer Charakteristik [«], in denen die zwei Teil- 
charakteristiken [xj und [l] entweder beide gerade oder 
beide ungerade sind. 

Satzl?) i8t M = [x] + w = M + M, 

SO ist 



/ 



^[x] . X[X] 



eine Funktion der Klasse, und umgekehrt.*) 
Beweis: Gemäfs der Voraussetzung: 

M + [X] = M + M, 

oder M - [fi] = [v] - [k] = [X\ - [v], 

scheiden die zwei Wurzelfunktionen 



Y^ und l/-^'^' 



^Ui 



C"l ^[v] 



an den Querschnitten a)^^bx(l^\ ,. .p) dieselben Potenzen 
von ( — 1) aus. Ihr Produkt scheidet also an allen Quer- 

*) Siehe für das Folgende: Weber, Abersche Fkt. vom Ge- 
schlecht jp » 3, pag. 81 ff. 
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schnitten den Faktor -|- 1 aus , w. z. b. w. — Umkehrang 
leicht 

SfttZ II?) Zwischen je p Produkten 

>^9^M<-9PW» (t= 1, 2 . . .p) 

mit derselben Charakteristik besteht eine 
lineare homogene Gleichung 

» 

1?) 2J^i'^9{^]i'9Wi =0 

mit konstanten Koeffizienten c^jC^...ep, 
Beweis : Bildet man die p — 1 Funktionen der Klasse 

so werden alle diese Funktionen cx>^in denselben j = 2p — 2 
Punkten, und diese Punkte bilden ein Punktsystem IL Gattung. 
Nach dem Kemann-Roch'schen Satz läfst sich also irgend 
eine dieser p — 1 Funktionen der Klasse als lineare, nicht 
homogene Funktion der p — 2 übrigen darstellen. Hebt 

man dann noch mit dem gemeinsamen Nenner V q)[x] »(p{x] 

weg, so erhält man eine lineare, homogene Gleichung 
mit konstanten Koeffizienten zwischen den p Produkten 

y v[*]i'V[^]ij w- z. b. w. 

Auf analoge Weise ergiebt sich der 
Satz III?) Zwischen je ;>-f 2 Produkten: 



y^[x]i'rp[x]i (t=i,2...p) 

mit derselben Charakteristik besteht eine 
lineare homogene Gleichung 

PH-8 

2?) 27^i-l^V^MrV'[;i]i=0 

tssl 

mit konstanten Koeffizienten c^, c„ ...^^4.2. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die im Satz II?) nach- 
gewiesenen Beziehungen 1?). Bildet man p — 2 unabhängige 
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Gleichungen von der Form 1?) und denkt man sieh in den- 
selben die g)[it]^, q>[x]^ ausgedrückt durch p linear unabhängige 

qp-Funktionen q>i.--g>p, so liefert die Elimination von p — 3 
Funktionen qp^ ... qpp aus diesen p — 2 Gleichungen eine 
homogene Gleichung in (f^^^iVs^ welche ebenso wie die 

Grundgleichung F\8, z)^=0 zur Definition der Klasse be- 
nutzt werden kann. 

Im Falle p = S sind die Gleichungen 1 ?), wenn man 
noch tlber die willktlrlichen konstanten Faktoren in geeig- 
neter Weise verfügt, von der Form: 



wofür man auch schreiben kann: 



4? 



^y9>['c]i-9>[X]i'(P[x]^'(P[x]2 

oder 



oder 

2/yrxJs-yW3-9^Mi'9^Wi 

oder auch, in symmetrischer Form: 

Jede der Gleichungen 3?), 4?) und 5?) läfst sich als 
definierende Grundgleichung der Klasse ansehen. Die 
Gleichungen 4?) liefern aufserdem rationale Ausdrücke für 
die zwei Funktionen der Klasse: 

l/ y^i-yiÄh" t/ y[x]2 - ^[iiiir 

Die Sätze n?) und IU9) sind spezielle Fälle eines all- 
gemeineren Satzes (siehe z. B. Stahl, Abersche Funktionen^ 
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pag. 244). Im folgenden berücksichtigen wir nur noch 
Produkte von Wurzelformen V(p . In dieser Beziehung gilt der 

Satz IT?) Ist die dem Produkte 

zugeordnete Charakteristik 

W = Hl + W2 + . • . + W2;i+E = [0], 

so ist das Produkt 69) eine ganze Funktion 
der Klasse. 

Beweis: Dividiert man den Ausdruck 6?j etwa durch 



/' 



^22 + 2^0,^ + 1 
^Wl ^Wl ' 



SO ist der Quotient eine Funktion der Klasse; da aber der 
Divisor ^>\f^ selbst eine ganze Funktion der Klasse ist 

(d. h. eine ganze rationale Funktion von % und z\ so mufs 
auch der den Zähler bildende Ausdruck 6?) eine ganze 
Funktion der Klasse sein. 

Zum Schlüsse mögen noch einige Sätze abgeleitet 
werden, die sich auf eine Verallgemeinerung des Begriffe 
einer Wurzelform beziehen. Wir verstehen in den ferneren 
Ausführungen dieses Paragraphen unter einer Wurzelform 
zweiten Grades (auch kurz Wurzelform), jeden in den 

y ^>\ii\ ganzen, rationalen und homogenen Ausdruck, 
der die Eigenschaft besitzt, dafs alle Glieder des- 
selben die gleiche Charakteristik haben Diese allen 
Gliedern gemeinsame Charakteristik heifse die Charak- 
teristik der Wurzelform selbst. Je nach der Anzahl der 
Faktoren, die in jedes Glied eingehen, unterscheiden wir 
Wurzelformen zweiter, dritter und höherer Ordnung. 

Aus dieser Definition ergiebt sich zunächst, dafs der 
Quotient zweier Wurzelformen gleicher Ordnung in T" ein- 
deutig ist, nur eine endliche Anzahl von Unstetigkeitspunkten 
besitzt und an ai^hx Potenzen von — 1 ausscheidet, welche 
durch die Differenz (oder Summe) der Charakteristiken von 
Zähler und Nenner gegeben sind. Sind speziell die beiden 
Charakteristiken gleich, so ist der Quotient eine Funktion 
der Klasse. 
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SfttZ ¥?) Das Produkt zweier Wurzelformen V^r^ 

V^ von gleicher Charakteristik ist eine 
Funktion der Klasse, wenn die Summe r-\-Q 
der Ordnungen der zwei Wurzelformen eine 
gerade Zahl ist*) 

Beweis: Es sei t'^q: man zerlege dann die gemein- 
same Charakteristik von V^r und V^ in q gleiche oder 
verschiedene ungerade Charakteristiken 

[xjj, [3CJ2, . . . [xj^, 
zu denen die Wurzelformen (im engeren Sinne) 

y'<p[^h, >^?^M2 j • • • v'qpM^ 

gehören, und bilde das Produkt 



^-r- ^r ^^{Ax • • • ^>\Ag 



q> . V(p[x]i . . . (P[x\ 



Q 



r-Q 



w^orin q) das Quadrat irgend einer Wurzelform (AbeFschen 

Funktion) V^ bedeutet. Dieses Produkt ist, wie leicht zu 
sehen, eine Funktion der Klasse ; da aber der Nenner bereits 
eine Funktion der Klasse ist, so mufs auch der Zähler eine 
Funktion der Klasse sein, und zwar eine Funktion, die in 

den Vcp ganz und rational ist von der Ordnung — "^ . 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar: 

1?) Das Produkt zweier Wurzelformen von gleicher 
Ordnung und gleicher Charakteristik, und daher auch das 
Quadrat irgend einer Wurzelform, ist stets eine Funktion 
der Klasse, d. h. rational darstellbar durch 5 und z. 

2?) Bei gerader Ordnung r = 2Q sind die Wurzel- 
förmen von der Charakteristik [0] treibst Funktionen der 
Klasse und ganze Funktionen q^^ Grades in den Quadraten 

der AbeFschen Funktionen Vg> . 

*) Siehe H. Weber, AbePsche Fkt. vom Geschl. p =3, pag. 110 ff. 

Landfriedt, Thetafanktionen. 7 
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Zum Schlüsse möge noch ein Satz über Wnrzelfanktionen 
zweiter Ordnung Platz finden. 

Nach Satz II?) können alle Produkte Vq)[x].q)[i] mit 
derselben Charakteristik durch p — 1 derselben linear und 
homogen dargestellt werden. Daraus folgt sogleich: 

SfttZ ¥1?) Jede Wurzelform V^[x] zweiter Ordnung 

von der Charakteristik [x] läfst sich darstellen 

in der Form 

p-i 

7 ?) V^[x] = Z^ Ci V(p[x]i . fp[X]i , 

wo c^...Cp_i Konstanten sind, und alle Glieder 
der rechten Seite die Charakteristik [x]i + Wi 
= [x] haben. 

Wir schliefsen hiermit unsere Betrachtungen über 
Wurzelformen und Wurzelfunktionen und erwähnen nur noch^ 

dafs die Wurzelfunktionen zweiten Grades l^ ^^, wo [u] 

und [>'] verschiedene Charakteristiken bedeuten, in der 
Theorie der i^-Reihen eine besonders merkwürdige Rolle 
spielen. Es lassen sich nämlich Integrale dieser Funktionen 
herstellen, welche in T' eindeutig und überall endlich sind^ 
und mit diesen Integralen lassen sich weiter p — 1 -fach un- 
endliche ^-Reihen konstruieren, deren Summe, als Funktion 
von z betrachtet, in T' nur p — 1 einfache Nullpunkte 
besitzt. 



Zweiter Teil. 



Die hyperelliptischen Funktionen. 



Kapitel IIL 
Die Funktionen und Integrale der Klasse. 

§ 13. Die einfa,ch zusammenhängende Fläche T' 
und die Funktionen der Klasse. 

In § 39 der Theorie der algebr. Funktionen ist nach- 
gewiesen worden, dafs sieh jede eine Blasse hyperelliptischer 
Funktionen vom Geschlecht p definierende Grundgleichung 

8, z) = durch birationale Transformation auf die Form: 



1?) 8 = y{z-^a){z—a^){z — a^) . . . (2: — a2j> + i) 

bringen läfst, wo a, a^^ , ..oop^i von einander verschiedene 
Werte von z bezeichnen. Die durch diese Gleichung 1?) 
definierte algebraische Funktion 8 von z ist eindeutige 
Funktion des Ortes in einer zweiblättrigen Biemann'schen 
Fläche T, welche die Punkte z = a^a^. ,.a2p-\.i zu ein- 
fachen Verzweigungspunkten hat, und besitzt in je 2 ein- 
ander bedeckenden Punkten dieser Fläche T entgegengesetzt 
gleiche Werte, die wir mit «^ und s^ bezeichnen. Die Werte 
«j mögen, was fernerhin immer angenommen ist, im oberen 
Blatte E^ von T liegen, die Werte s^ im unteren Blatte E^ . 

Die Blätter E^ und E^ von T hängen zusammen längs 
Doppellinien dyd^,d^. ..df^. . .dp, wo d von a bis a^, \ 
von ttg bis «3, . . . dfj, von cr2^ bis a-Zfi^i, - »»dp von «gp bis 
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Ö2P-1-1 geht (Vergleiche die Fig. 2, wo die Verzweigungs- 
pankte der Übersichtlichkeit halber als in gerader Linie 
liegend angenommen^ nnd die Doppellinien selbst geradlinig 
angelegt sind.) Geht man über eine solche Doppellinie hin- 
weg von einem Blatte, etwa E^, ins andere Blatt E^^ so 
gehen die Werte s^ der Stetigkeit gemäfs über in die 
Werte s^. Zu beiden Seiten einer Doppellinie stossen also 
in jedem Blatte von T entgegengesetzt gleiche Werte von s an. 

Um die Fläche T in eine einfach zusammenhängende 
Fläche T' zu verwandeln, legen wir Querschiytte a«, fta 
(ji = l,2...p) so an, wie Fig. 2 zeigt. Die gestrichelten 
Linien deuten dabei den Verlauf der Querschnitte im unteren 
Blatte E^ an. Dazu mflssen dann noch p Schnitte c^^., ,Cp 
hinzukommen; da diese jedoch im folgenden keine Bolle 
spielen, sind sie in der Figur nicht eingetragen. 




Fig. 2. 



Die Gleichung 19) definiert eine ganze Klasse hyper- 
elliptischer Funktionen vom Geschlecht p. Alle diese Funk- 
tionen der Klasse sind verzweigt, wie die Fläche T, d. h. 
eindeutige Funktionen des Ortes in T, und es gelten von 
ihnen folgende Sätze: 

S&tZ F) Jede algebraische Funktion t der durch 
die Gleichung 1?) definierten Klasse läfst sich 
darstellen in der Form: 



9.0 



S) 



wo K,L,M,N 

zeichnen. 



ganze Funktionen 



von z be- 
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Denkt man sich in 2?) Zähler und Nenner mit Ms — N 
multipliziert, so erhält man fttr t den einfacheren Ausdruck: 



3?) 



R 



> 



wo P, Q, R wieder ganze Funktionen von z bedeuten. 

Satz II?) Jeder Ausdruck von der Form 29) oder 3?) 
stellt eine algebraische Funktion der Klasse dar. 

Satz III?) Wird eine Funktion t der Klasse nur im 
Unendlichen unstetig, so ist in 3?) i2 = kon- 
stant und 

4?) T = P.8+Q, 

wo P und Q ganze Funktionen von z sind. 

Berücksichtigt man ferner, dafs für ^ = oo : « = oop + ^ 
wird, so ergiebt sich: 

SfttZ I¥?) Wird eine Funktion t der Klasse, die nur 
im Unendlichen unstetig wird, dort unstetig 
zu einer Ordnung, die kleiner als p-\-l ist, so 
i8tP=0, und T läfst sich darstellen in der 
Form 

wo Q eine ganze Funktion von z ist, deren 
Grad in z kleiner als p-\-\ ist. 

Satz Y?) Ist eine Funktion t der Klasse in T über- 
all stetig, so ist T = konstans. 

Die Sätze I?) bis V?) ergeben sich aus früheren all- 
gemeinen Sätzen bei Berücksichtigung der speziellen Form 
der Grundgleichung 1?). 

Wie bei den algebraischen Funktionen des allgemeinen 
Falles unterscheiden wir auch im hyperelliptischen Falle 
Funktionen I. Gattung und Funktionen IL Gattung. Die 
Ordnung q der letzteren ist mindestens = p -|- 1. Bedeutet 
X den Überschufs des Systems der Unstetigkeitspunkte einer 
solchen Funktion r, so ist 
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und man kann der Funktion nach An^rä^ng der q Unstetig- 
keitspnnkte noch x Nullpunkte nach Belieben vorschreiben ; 
die ttbrigen q — x Nullpunkte von r sind dann im allgemeinen 
eindeutig bestimmt^ und r selbst ist im allgemeinen voll- 
ständig bestimmt bis auf einen konstanten Faktor. 

Ist % eine Funktion I. Gattung, also darstellbar in der 
Form: 

so sind die Unstetigkeitspunkte von t die Nullpunkte von 
(jpg, die nicht zugleich Nullpunkte von q)^ sind, und ihre 
Anzahl beträgt höchstens 2p — 2. Aus der Definition des 
hyperelliptischen Falles (§ 38, Theorie der algebr. Funktionen) 
folgt aber, dafs jeder Nullpunkt einer qp-Funktion einen 
zweiten Nullpunkt dieser Funktion nach sich zieht. Im 
hyperelliptischen Fall ist also jede Funktion L Gattung von 
gerader Ordnung und die Unstetigkeitspunkte sind so 
angeordnet, dafs, wie sich aus der im nächsten Paragraphen 
nachgewiesenen Form des Integranden I. Gattung oder der 
allgemeinen 9?-Funktion ergiebt, je zwei derselben ein- 
ander in der Fläche T bedeckende Punkte («,,«), {s^yz) 
sind. Dasselbe gilt von den Nullpunkten einer Funktion 
I. Gattung. 

Aus dem eben Gesagten folgt sofort: Für ein gerades 
p giebt es im hyperelliptischen Falle keine Funktion der 
Klasse von einer der Ordnungen : p — 1, jt? — 3. ..3; für 
ein ungerades p keine Funktion von einer der Ordnungen 

i^jP — 2,i? — 4,...3. 

Bedeutet x den Überschufs einer hyperelliptischen 
Funktion I. Gattung, so kann man dieser Funktion, nachdem 
man ihr die Unstetigkeitspunkte aufgeprägt, noch x Null- 
punkte nach Belieben vorschreiben. Die ttbrigen q — x Null- 
punkte von T sind aber dadurch nur dann eindeutig be- 
stimmt, wenn sich unter den ersten x Nullpunkten keine 
zwei einander bedeckende Punkte der Fläche T befinden. 

In der Grundgleichung 1?), welche eine Klasse hyper- 
eUiptischer Funktionen vom Geschlechte p definiert, ist die 
Anzahl der linearen Faktoren des Radikanden eine gerade 
Zahl 2 p -f- 2, und sämtliche Verzweigungspunkte der zu- 
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gehörigen Fläche T liegen im Endlichen. Dieselbe Funktionen- 
klasse wie 1?) definiert auch die Gleichung: 



=V' 



^_., (^ — «)(^ — «,)... (^ — a2p+i) 



a 



Läfst man iü dieser Gleichung den Punkt z = a ins 
Unendliche rücken, so erhält man 



diese Gleichung definiert wieder dieselbe Klasse hyper- 
elliptischer Funktionen vom Geschlecht p wie 1?), nur hat 
die zugehörige Fläche T einen im Unendlichen liegenden 
Verzweigungspunkt. — Im folgenden legen wir stets die 
definierende Gleichung in der Form 1?) zu Grunde. 
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Im allgemeinen Falle der Aberschen Funktionen haben 
wir nachgewiesen, dafs es in jeder Funktionenklasse vom 
Geschlechte p genau p linear unabhängige Integranden 
w' giebt, durch die sich alle übrigen linear und homogen 
ausdrücken lassen. Dasselbe gilt auch für den allgemeinen 
hyperelliptischen Fall. Während wir aber früher nur die 
Existenz und die allgemeine Ausdrucksform eines solchen 
Integranden nachweisen konnten, ist es uns im gegenwärtigen 
Falle möglich, einen vollständig ausgeführten Ausdruck für 
den Integranden L Gattung au&ustellen. 

Es sei w' der allgemeine Integrand I. Gattung aus der 
Klasse der durch die Grundgleichung 1?) des vorigen Para- 
graphen definierten hyperelliptischen Funktionen. Dieser 
Integrand darf im Endlichen nur in den Yerzweigungspunkten 

unstetig werden, und zwar in a^ höchstens wie {z — a^)^. 
Bildet man daher die Funktion der Klasse 

80 darf q> im Endlichen nirgends unstetig werden, mufs also 
eine ganze Funktion von z sein. Da femer w' im Un- 
endlichen = 0^ werden mufs, und s ebendaselbst =ooi»+^ 
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wird, so mufs (p eine ganze Fnnktion von z sein, deren Grad 
in z höchstens =p — 1 ist: 

2?) qp (2:) = c^ . 2JP-1 + c^ zP-^ + • . • + Cp-i -^ + Cp. 

Der allgemeine Integrand I. Gattung w' mufs daher 
die Form: 

30) u,'=='f^'^ 



8 



haben, und umgekehrt genügt jeder solcher Ausdruck, wie 
auch die Koeffizienten c^. . .Cp gewählt sein mögen, allen 
Bedingungen, die erftlUt sein müssen, damit w' ein Integrand 
I. Gattung sei. Man hat so den 

S&tZ I?) Der allgemeine hyperelliptische Integrand 
I. Gattung w' hat die Form 

« - V{z — a){z — a^)...{z — a2p^i) 

wo Cj^.c^.,.Cp willkürliche Eonstanten sind. 

Aus diesem Satze folgt unmittelbar, dafs, wenn w' in 
einem Punkte (s^, z) des Blattes E^ von T verschwindet, tß' 
sofort auch im Punkte {8^,z) verschwindet, der in E^ dem- 
selben Werte von z entspricht. 

Setzt man in 4?) die willkürlichen Koeffizienten c^...Cp 
der Reihe nach bis auf einen gleich 0, so erhält man p 
Integranden I. Gattung: 

1 . z z^-^ z^-^ 

5e\\ f •*• f t t '^ 
?) M7i = , M?2 = , . . . Wfc = , «?„ = 

und von diesen gilt der 

SStZ II?) Die p Integranden I. Gattung 

W = (Ä = 1, 2 . . . p) 

sind linearunabhängig. 

Beweis : Wären w\,..vip nicht linearunabhängig, so 
müfste eine identische lineare Relation von der Form: 

^1 • *^i "f" ^« ^2 + • • • + ^p • '^i = 0, 
oder X^-\-X^z-\- . . .-\-%p. zp^^ = 
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bestehen , in der nicht alle 1 = sind ; eine solche 
Relation ist aber für ein beliebiges z nur möglich, wenn alle 
EoefiSzienten k = sind. 

Aus Satz n?) folgt: 
Satz HI?) Die Integrale 



69) 



Wk = 




rk-l 



S 



dz 



(Ä; = 1, 2 . . . p) 



7?) 



bilden ein System von p linear-unabhängigen 
Integralen I. Gattung, und durch sie läfst sich 
jedes andere Integral I. Gattung w darstellen 
in der Form: 

^'^ = S + ^1 ^1 + «2 ^« "h • • • "f~ ^j» -^p j 
wo aQ^a^...ap konstante Gröfsen bezeichnen. 

Längs der Querschnitte a„, h^ (^ = 1 . . . p) besitzt jedes 
Integral I. Gattung w konstante WertdiflFerenzen, die so- 
genannten Periodizitätsmoduln, und zwar sei (siehe 

Fig. 2) 

+ - 
an a^\ w = t£? -f" ^iu > 



wo 



89) 



n b^: w = 


r W7 -|- 5^ , 


r 


d 




A. \ 


b 


dw und 


J 


7 


^ 


r 


ß 




B, 


a 


dw ist. 


J 


y 


.« 



Berücksichtigt man nun, dafs bei einmal festgelegter 
Anordnung des Querschnittsystems die Gestalt der Quer- 
schnitte keinerlei Einflufs auf die Werte der Periodizitäts- 
moduln hat, so leuchtet ein, dafs die Integrationswege in 
8?) so zusammengezogen werden können, dafs sie gerad- 
linig zwischen den von ihnen umschlossenen Verzweigungs- 
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pimkten verlaufen.^) Bedenkt man femer, dafs za beiden 
Seiten einer Doppellinie rf^ entgegengesetzt gleiche Werte 
von 8 nnd also anch von w' anstofsen, nnd bezeichnet man 
dementsprechend die Werte von w' auf derjenigen Seite von 
dfjij die man, von aa^ nach cr2.a + i sehend, zur Linken hat, 

mit w', die auf der anderen Seite von rf^ mit w'; berttck- 
sichtigt man schliefslich, dafs aufserhalb der Yerzweigungs- 
punkte 8 und also auch w' in je zwei einander bedecken- 
den Punkten der zwei Blätter E^ und i?, entgegengesetzt 
gleiche Werte haben, so erhält man für -4^ und -S^ die 
Integralausdrücke : 



9?) ' 



A.,= 



.u 



Bu = 




Sin^ umgekehrt die Periodizitätsmoduln -4^, Su gegeben, so 
erhält man für die geradlinig zwischen den Verzweigungs- 
punkten erstreckten titegrale die Gleichungen: 



109) 




B 



M 



Bu-i 



2 



2,tt — 1 




die für ^ = 1 . . . p gelten, wenn man unter B^ den Wert 
versteht. 

Denkt man sich femer im oberen Blatte E^ von T einen 
Ringweg l angelegt, der sämtliche Verzweigungspunkte um- 



*) Siehe d. Abhdlg. v. H. Frym, Theorie d. Funktionen in einer 
2-blättrigen Fl&che, 1866, pag. 6 ff. 



§ 14. Die Integrale I. Gattung. 107 

schliefsty so ist das längs dieses Weges erstreckte Integral 

fdw gleich 0. Andererseits ist aber 

hl) 





. — 2 




«2p + 1 



oder 




a 

1 



11?) dw=^2'A,' 

Ja ^ ii = i 

Die in den Formeln 9?), 109) und 11?) auftretenden Inte- 
grale sind nicht auf das Innere der Fläche T' beschränkt. 
Fügt man diese Beschränkung hinzu, so ist zu berück- 
sichtigen, dafs jedes Integral sich beim Überschreiten eines 
Querschnitts a^ resp. 6a nm + A^ resp. + B^ sprungweise 
ändert, und zwar gilt das -f- Zeichen, wenn der Integrations- 
weg den betreffenden Querschnitt von der negativen nach 
der positiven Seite desselben überschreitet, das — Zeichen 
beim Überschreiten des Querschnittes von der -j- ^^^^ der 
— Seite desselben. Es ergeben sich dann (siehe Fig. 2) 
die Formeln: 






(iM = l, 2...2>) 




dw — -4j — A^ 
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wo der obere Index {T') in den Integralen rechts andeuten 
soll, dafs diese Integrale anf die Fläche T' beschränkt sind. 
tllit Anwendung der Beziehungen 10?) und 11?) ergiebt sich 
hieraus : 

Bfjt-i B^ 



129) 




a 

2u — 1 



Ja M = l 




Beschränkt man alle Integrationswege auf das Innere 
der Fläche V und läfst man überall in den Integrations- 
zeichen den oberen Index {T') weg, so erhält man aus 12?) 
die Formelreihe: 



13 i) 



-\ 



j dw = — — ^^A^, j 

Ja " Ja 



r* "~" * 




«- >.« 



8 1 * 



a 






2 i.-r2 2 



B^ /** 1 ^. 5, 




"""' 1 * B /""'" 1 » S 



^^2,-1 ^ j /.«2P j ^ 

dii?=— Y^p— g-Äp-i, / dw=——Äj,— —B^, 

a Ja 

'«2p + l /•« 

dw= ö"^p> / ^w?=0 

« Ja 




§ 15. Die p NormaUntegTale I. (Httnng. 
Aus 13P) folgt dnrch Addition: 



109 



149) 






und 



.«• 






X^l 



a 



Die zweite Beziehung 149) ergiebt sieh auch direkt, 
wenn man das Integral 




w , d log 8 

(T') 

berechnet, wo die Integration sich in positiver Richtung über 
die ganze Begrenzung von T erstreckt. 
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Bedeutet 

-^k ly '^fc2? • • • -^fc Aj • • • -^fep? 
-Bfclj -0*2? • • • -P&Aj • • -öfcp 

das System der Periodizitätsmoduln an a^^ 6^ (A = 1 . . . j)) 
eines hyperelliptischen Integrals I. Gattung wj^ aus der Reihe 
der im vorigen Paragraphen konstruierten p linear- 
unabhängigen Integrale w^, , , Wp, so ist, wie in der all- 
gemeinen Theorie nachgewiesen wurde, die Determinante 



1?) 



J = 



-^1 1 -^1 2 • • • -^1 1- ' ' ^i 




^0. 



jAp 1 ^p 2 • • • ^p X • ' • '^p p 

Hierauf beruht die Möglichkeit, Normalintegrale 
I. Gattung Wj . . . Uu . . . Up zu konstruieren. Setzt man 
nämlich : 



2?) 



CkLl = ^^ 



. b log J 7t i 



bJ 



bA 



hfl 



bA 



kfi 
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wo das Symbol „6" eine blofs formale Differentiation be- 
zeichnet, so ist 

p 

3?) Uf, = 2^Ckf,.wi, 

ein Integral I. Oattnnff, das an a^ den Periodizitätsmodnl Tti^ 
an ay(vz^ (n) den Periodizitätsmodnl besitzt, und zwischen 

dem Periodizitätsmodnl 

p 

Yon u^ an b^ nnd dem Periodicitätsmodnl 

p 

von Uv an 6^ besteht die Beziehung 

4 .J dp^ y ^V ff 

Die Integrale u^ . . ,Up sind daher Normalintegrale in 
dem früher festgelegten Sinne. Jedes dieser Integrale enthält 
noch eine verfügbare additive Eonstante. Wir verfügen 
über dieselbe, wie früher, so, dafs 

^fi ( o^i) + M^ ( oog) = (a* = 1, . . . p) 

wird, nJQd erreichen dies dadurch, dafs wir allen diesen 
Integralen den freien, d. h. von keinem Querschnitte 
umschlossenen Verzweigungspunkt a als untere 
Grenze geben. Die Normalintegrale t/^ . . . tip heifsen dann 
definitiv normiert. 

Aus 13?) des vorigen Paragraphen ergiebt sich nun: 
Nimmt man als gemeinsame obere Grenze der p Normal- 
integrale u^. . ,Up irgend einen Verzweigungspunkt ajg aus 
der Reihe w^^. . . agp^-i, so bilden die p Werte 





du^j ... 
ein System 
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von p halben Simultanperioden. Das Symbol (grA)^ bedeutet 
hier, wie früher, ein Aggregat von der Form: 

Jedem solchen System von halben Simultanperioden ordnen 
wir nun ein Symbol 

(Aj Ä« ••• AA __ /Ä\ 
9i92 "'ffp/~\9J 
zu, in dem die ganzen Zahlen ä, g auf ihre Reste oder 1 
(modulo 2) reduziert sind, und nennen dieses Symbol, da 
es p halbe Simultanperioden charakterisiert, eine Perioden- 
charakteristik. Fttr die Periodencharakteristiken gelten 
dieselben Regeln der Addition und Subtraktion, wie für die 
früheren ^-Charakteristiken. 

Nimmt man speziell als gemeinsame obere Grenze von 
u^ ...Up einen Verzweigungspunkt «2* aus der Reihe 
^2? ^4? ^6J • • • ^2p, so ergiebt sich aus 139) des vorigen Para- 
graphen, wenn man berücksichtigt, dafs A]t]t = 7cij ^^^ = 
(lUi^Aj, 5^k = a^fc ist: 

-2"(5'Ä)2= 2^^2fc, « ^2 = 0, Äfc== — 1, „ „ 

-2"^* = 2" — 2"^**' " ^*~~ ' " 

1 / IN 7ti l . 



» « 



?7 » 



n )J 



1 / 7s Tri 1 - 

Die diesem System von Simultanperioden zugeordnete 
Periodencharakteristik lautet daher: 



/O ... 1 ... 0\ 
VOO ..0 11...1/' 



1X2 n. Die hyperelliptischeu Funktionen. 

Nennen wir daher, analog wie bei den ^-Charakteristiken, 

eine Periodencharakteristik ( j gerade oder ungerade; 

je nachdem: 

p 
^gjc'h^O oder 1 (mod. 2) 

k = l 

ist, so haben wir den 

Satz n Die dem System 

"2k /•"2fc 





du^, • • • / ^^p {k = Ij 2 . . , p) 



zugeordnete Periodencharakteristik ist un- 
gerade. 

Analog erhält man: 
Satz II?) Die dem System 

di/j, . . . / dup (k = 0,ly2 .. .p) 





zugeordnete Periodencharakteristik ist gerade. 

Wir haben so 2 p + 1 Periodencharakteristiken, von 
denen ^ + 1 gerade und p ungerade sind. Es sind dies 
jedoch nicht alle möglichen Periodencharakteristiken. Die 
Gesamtzahl aller eigentlichen Periodencharakteristiken, d. h. 
aller derer, die einem wirklichen System von p halben 
Simultanperioden zugeordnet sind, beträgt 2^* — 1. Zu 
diesen eigentlichen, unter sich völlig gleichberechtigten 
Periodencharakteristiken, kommt noch die un eigentliche 

Periodencharakteristik (q ), deren Elemente ^, ä alle gleich 

Null sind. 

Das System der im Vorigen nachgewiesenen 2p -\-l 
Charakteristiken nennen wir ein Fundamentalsystem von 
Periodencharakteristiken. Für dasselbe gelten folgende Sätze: 
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SStZ in?) Die Snmme der 2p -{-1 Periodencharakte- 
ristiken des Fnndamentalsystems ist die nn- 

eigentliche Periodencharakteristik (q K deren 

Elemente alle gleich Null sind. 

Der Beweis ergiebt sich unmittelbar ans der zweiten 
Beziehung 14?) des vorigen Paragraphen, oder aus dem 
Aberschen Theorem angewandt auf die Funktion der 
Klasse s, 

SlltZ lY?) Die Summe von weniger als 2p-\-l ver- 
verschiedenen Charakteristiken des Funda- 
mentalsystems kann nie die uneigentliche 

Periodencharakteristik (q) liefern. 

Beweis: Angenommen, r(<2p) eigentliche Perioden- 
-charakteristiken hätten die Charakteristik ( q ) zur Summe. 
Dann müfsten die p Kongruenzen 

dtt^ -f- . . . -f- / dw^ ^ Gm = 1, 2 ... p) 





erfüllt sein, wo \,..br irgend r von einander verschiedene 
Yerzweigungspunkte aus der Beihe a^, (^•»•(x^p^i be- 
zeichnen, und das Zeichen ^ andeuten soll, dafs die linke 
Seite gleich Null ist bis auf ein System ganzer Simultan- 
perioden. Nach dem Satze tiber die Umkehrung des Abel- 
flchen Theorems für Integrale L Gattung mttfste dann auch 
eine algebraische Funktion r der Erlasse existieren, die oo** 
wird in a und 0^ in den Verzweigungspunkten \..,br. 
Eine solche Funktion wäre darstellbar in der Form: 



wo P, Qj R ganze Funktionen von z sind. Es wäre dann 
femer 

LABdfriedt, ThetafanlctioMn. 8 
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eine Funktion der Klasse von der Ordnung 2r, die oo^*" 
würde in a und 0* in jedem der Punkte \. . .6r, die sieb 
also von der Funktion der Klasse 

(z—\)(z—\)...(z — br) ^ B 

(z — ay (z — ay 

nur durch einen konstanten Faktor C unterscheiden könnte^ 
so dafs 

R^ —^'(z — ay 

wäre. Es müfste folglich auch: 

2P.Q.s.{z — ay=C.B.R^ — {I^8^-{-Q*){z — ay 

sein, was, da die rechte Seite eine ganze Funktion von z^ 
ist, nur möglich ist, wenn der Koeffizient 2P.Q,{z — ay 
von 8 nuf der linken Seite gleich ist, d. h. wenn P oder 
Q identisch Null ist. 

Ist P identisch Null, so ist t = — ^ ; eine Funktion 

vonMieser Form wird aber, wenn sie in einem Verzweigungs- 

punkt = wird, dort immer mindestens = 0^; t kann also* 

Q 
nicht von der Form — ^ sein, d. h. P kann nicht identisch 

Null sein. 

Nimmt man Q identisch gleich Null an, so ist r von^ 
der Form 

P.8 

Hierin wird s in c, wenn e einen von b^. . .br und a 

verschiedenen Verzweigungspunkt bedeutet, =0^; es mttfste- 

also, da ja t in c weder Null noch unendlich werden soll, 

p 
auch -^- in c genau zur ersten Ordnung oo werden. Dies^ 

P 
ist aber nicht möglich, da -^, wenn es in einem Ver- 

Zweigungspunkte unendlich wird, dort mindestens = oo^ wird. 

Eine Funktion t mit den gegebenen Eigenschaften kann 
daher nicht existieren, und der Satz IV?) ist bewiesen. 
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Der eben bewiesene Satz läfst sieh anch wie folgt 
formiilieren : 

SfttZ ITft.) Die Summe von weniger als 2p-|-l ver- 
schiedenen Charakteristiken des Fnndamental- 
systems ist stets wieder eine eigentliche 
Periodencharakteristik. 
Wir beweisen schliefsHch noch den 

SttZ T?) Jede von den 2^1» — 1 mögliehen eigent- 
lichen Periodencharakteristiken läfst sich 
darstellen als Snmme von höchstens p geeignet 
gewählten Charakteristiken des Fundamental- 
systems. 

Beweis: Die 2je>-|-1^ Charakteristiken des Fundamental- 
systems lassen sich 

auf o\ — Arten zu je zweien, 

auf Q t Arten zu je dreien, 

. (2^+1). ..(p + 2) .^ 
auf ^ ^ ' — j ^ \r \ — j_ j^j^j^ 2u je p 

so addieren, dafs in keiner Summe zwei gleiche Charakte- 
ristiken aid^xeten. Alle diese Summen sind nach dem 
vorigen Satz« wieder eigentliche Periodencharakteristiken, 
und ihre Anzahl beträgt zusammen mit den 2p4~l Charakte- 
ristiken des Fundamentalsystems: 

- 1 + Y [(^ + l)''+%=o = 2^' - 1 , 

ist also gleich der Anzahl der überhaupt möglichen eigent- 
lichen Periodencharakteristiken. Um den Satz vollständig 
zu beweisen, ist daher nur noch der Nachweis erforderlich, 
dafs keine zwei der eben aus dem Fundamentalsystem ab- 
geleiteten Periodencharakteristiken einander kongruent sind 
modulo 2, d. h. dafs keine zwei dieser Charakteristiken 

die uneigentliche Charakteristik f ^j zur Summe haben. 

Dies ist aber in Satz lY?) schon bewiesen worden. 

8* 
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Wie im byperelliptischen Fall giebt es auch im all- 
gemeinen Fall der Aberschen Funktionen Fundamental- 
systeme von Periodencharakteristiken. Wie die Theorie 
dieser Fundamentalsysteme sich von der Theorie der hyper- 
elliptischen Funktionen aus entwickeln läfst, hat Herr Prym 
gezeigt. Ebenso giebt es im allgemeinen Falle der Abel- 
schen Funktionen Fundamentalsysteme von 2p-\-2 

^-Charakteristiken (die Charakteristik ( ^ j spielt hier keine 

ausgezeichnete Rolle), die sogenannten allgemeinen 
Fundamentalsysteme. Bezüglich der Theorie derselben 
verweisen wir auf die Abhandlungen von Herrn Prym 
(Untersuchungen tlber die Riemann'sche ^-Formel, Leipzig 
1882), von Herrn Frobenius (Journal v. Crelle, Bd. 89, 1880) 
und von Herrn Stahl (Crelle's Journal, Bd. 88, 1579). 

Wir wollen hier nur noch eine Bezeichnung erläutern, 
die in der Theorie der zweiteiligen Charakteristiken vielfach 
benutzt wird. Ist: 



\9x 99"' 9p/ 



eine zweiteilige Charakteristik mit den Elementen ^, h, 
G' und 6r" ebensolche Charakteristiken mit den Elementen 
9', Ä', g" h"j und schreibt man abkürzend: 

|öö'|=^(^x.Äi-^i.Ä.), 
x=l 

I G ö' G" I = I ö G' I -f I ö' G" I + 1 6?'' ö I , 

so heifsen zwei Charakteristiken syzygetisch oder 
azygetisch, je nachdem 

I G G' I = oder 1 modulo 2 ist, 

und ebenso heifsen drei Charakteristiken G, G', G", 
syzygetisch oder azygetisch, je nachdem 

G G' G" I = oder 1 modulo 2 ist. 



Es sei hier nur der Satz erwähnt, dafs je zwei der eigent- 
lichen Charakteristiken eines speziellen Fundamentalsystems, 
und ebenso je drei Charakteristiken eines allgemeinen 
Fundamentalsystems azygetisch sind. 
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Znm Schlosse wollen wir noch zeigen, wie sich auf 
Grnnd von Satz V?), nach dem Vorgänge von Weierstrafs, 
eine symbolische Nnmeriernng aller 2^' Perioden oder 
^Charakteristiken einführen läfst. Weierstrafs bezeichnet 
die den Verzweignngspnnkten er,, a^, . . . as»? . • -crg^ ent- 
sprechenden zweiteiligen ungeraden Charakteristiken mit den 
Zahlen 1, 3, . . . 2Ä; — 1, . . . 2/> — 1, die den Verzweignngs- 
pnnkten a^, 0^3, .. . cr2fc-{-i, ^2p+ 1 entsprechenden zweiteiligen 
geraden Charakteristiken mit 0, 2, . . . 2Ä:, . . . 2je>, nnd die 
dem Verzweignngspnnkte a entsprechende Charakteristik 

(q) mit 2p-\-\. Da sich femer jede andere Charakte- 
ristik G als Snmme von h^p eigentlichen (d.h. von der 

Charakteristik IqI verschiedenen) Charakteristiken dar- 
stellen läfst, weist Weierstrafs jeder weiteren Charakteristik 
O als symbolische Nnmmer die Zahl zn, die der Reihe nach 
von links nach rechts die Nnmmem der einzelnen Summan- 
den von G enthält. Die Anzahl dieser Teilnnmmem beträgt 
höchstens j>. 

Im Falle je> = 2 z. B. entsprechen den Verzweignngs- 
pnnkten 

«8, a^, «1, «3, a^, a 

die Charakteristiken: 

(ii)- (oi)' (ii/ (oi)' (oo)' (oo) 

mit den Nnmmem: 

1, 3, 0, 2, 4, 5 

so dafs die Charakteristik: 

(JO=GO+© 

die Nammer 24, und die Charakteristik 

GJ)=(s?)+ai) 

die Nnmmer 03 erhält. 

Diese Nnmeriemng der Charakteristiken wird später 
anf die hyperelliptischen ^-Funktionen ausgedehnt 
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§ 16. Die Normalintegrale TL. und in. Gattung. 

In der aUgemeinen Theorie der Aberschen Fnnktionen 
sind die Normalintegrale 11. und m. Grattang abgeleitet 
worden ans einer von Ghristoffel eingeführten Integralfdnktion 

welche die Eigenschaft besitzt, fttr endliche Werte von z 
nur in einem Punkte e (« = a, 2: = ^) logarithmisch unstetig 
zu werden, so dafs für z = ^: 

J{o, e) = log {z — ^+f.c 

ist, und aufserdem noch in den n unendlich fernen Punkten 
Von T logarithmisch unstetig zu werden, so dafs (tir z=qou: 

jr(o, €) = — log z-^-f.c ist. Für den Integranden t dieser 

Integralfimktion haben wir fiüher (Theorie der alg. Funkt., 
§ 22) die Ausdrucksform 

(h— 2 m— 2\ 
« ,^ ) 

gefanden, wo 

(«-(r)(^-£) ^ n e-£ 

ist, und über die Koeffizienten von xff^ so verfügt werden 
mufis, dafs der Zähler von t in den r Doppelpunkten von 
T ohne Verzweigung gleich 0^ wird. 

Im hyperelliptischen Falle läiüst sich dieser Ausdruck 
für T vollständig ausführen. Berücksichtigt man nämlich, 
dafs in diesem Falle 

ris,z)=F'{s,0 = 2s 
ist, so erhält man zunächst: 



T{s, z) = 



z 



Da femer im hyperelliptischc^n Falle die Anzahl r der 
Doppelpunkte ohne Verzweigung gleich Null ist, so sind die 
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Koeffizienten von xff^ völlig wiUkttrlioh ; wir nehmen sie 
<ler Einfachheit halber alle = nnd erhalten für r dein 
Ansdmck 

Z — ^ 28 

Wir haben so den 
Satz F) Das Integral 

besitzt in der znr Grandgleichnng 

s^—{z—a)(z—aj...(z — a2p^i)^0 

gehörigen hyperelliptischen Fläche Tfolgende 
Eigenschaften: 

1?) es ist in T überall stetig mit Ausnahme des 
im Endlichen gelegenen Pnnktes ^(a, ^ und 
der zwei unendlich fernen Punkte oo^, oo, 
von Ty und zwar ist: 

in e: J{o^ e) = log {z — ^ +/. e , 
in 00^: J(o,€) = Ylog^ +/.<?, 

in 00,: J(o,6) = y log z+/.c; 

2?) es ist eindeutig weder in T noch in T', 
sondern erst in der Fläche T", die man er- 
hält, wenn man von einem nicht singulären 
Punkte P von T' aus Punktschnitte tyl^l^ 
anlegt, die nach e, oo^,oo, führen, und weder 
einander noch die Querschnitte ax,&je(x=i=l,jp) 
kreuzen (Figur 3). 

In dieser Fläche T' ist also J(o, e) eindeutig und stetig; 
bezeichnet man bei jedem der Schnitte l, L, l^ die Bänder 
so als positiven und negativen Rand, daui ein positiver 
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Umlauf mn den Endpunkt des Schnittes vom — Bande zum 
-|- Bande führt, so ist 



an 



«Ü! 



bi, ci, Z, /j und l 



J(p^€)— J(o,€)= Ax(€), Bx{€)y 0, 27ri, 



'3 



7tl 



WO Ai(€)^ Bi{^) konstante Periodizdtätsmodnln bezeichnen^ 
die definiert sind durch die Integrale (Fig. 2) 



5?) A,{e) = 




d 
b 

y 



« + a dz - 

--^. — ,Bx(e) = 




ß 
a 

y 



%-\-a dz 



deren Integrationswege nicht dnrch den Punkt € (a, ^ führen 
dürfen. Zwischen Sesen Periodizitätsmoduln Ax{^^ ^li^) 
bestehen nach früherem die p Beziehungen : 



6?) B^{e) ^2a^x.Axie) = 2u^(e). (pi=l...p} 




Fig. 8. 



Bildet man daher wie früher^ die neue Integralfnnktion : 

7?) P(0,6) = J(0,€) 1^2:^A,{€).U,(0), 

so hat dieselbe folgende Eigenschaften: 
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1?) in € ist: P{o,€) = \og{z—^)^f.€, 

1 
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2?) in ooj,cx)j ist: P(py€):=-^log z -{- f . c y 

3?) jP(ö,€) ist in V überall eindeutig und stetig, 
4?) P(o,€) hat in T" an «a, hj cx, ly ^^ und Z^ 
die Periodizitätsmodnln : 0, 2ui{e) 0, 2 Tri — ni. 

17ach dem in der allgemeinen Theorie ausgeführten ist nun: 



8?) 



,(«,.)=- ^^ 



K 




«-|-a dz 

^^•"27 



1 '. f 

—^2juiö).l 



d 
b 

r 



a-^-a dz 



das Riemann'sehe Normalintegral 11. Gattung für den 
vorliegenden allgemeinen hyperelliptischen Fall, mit den 
Periodizitätsmodidn resp. 2ux(e) an ax resp. bi. 

Fttr das Riemann'sche Normalintegral III. Gattung 
w (*j, €j) = F(o, e^) — P{Oy €,) mit den logarithmischen Un- 
stetigkeitspunkten €^(0^,^^, e, (ag,^^) ergiebt sich analog: 

99) w(«i««) = 






Ix ^-U2«- 



^1 



Mit Rücksicht auf spätere Anwendungen betrachten wir 
hier noch Integrale III. Gattung spezieller Art. Es bezeichne 
r die Funktion 

10?) r = V;g_o)^(«— a,)^\..(^f— a;i)^A...(^— a2,+i)^2,+i, 

worin die Exponenten ^9^i-««(2i>+i ganze Zahlen bedeuten. 
Diese Funktion ist keine Funktion der Klasse, dagegen ist 
ihr Logarithmus : 

11?) F=logr=4- ^^,.log(^-a,) = -i.2'?ii-/7^ 
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«in Integral der Klasse mit logarithmischen Unstetigkeiten 
in den Yerzweignngsponkten a, a^^ , . . azp^i \mi in den zwei 
unendlich fernen Punkten 00^,00, von T. Die Gewichte 

dieser Unstetigkeiten haben in 00^00, je den Wert — tt^Qij 

die in a^a^, . . a2p-f-i die Werte p, p^ . . . pap-f i« 

Die Funktion V ist nicht eiadentig in 7', sondern erst 
in der Fläche V*^ die man erhält, wenn man von einem 
nicht singolären, sonst beliebigen Punkte P von T' aus nach 
^en 2p -f- 2 Verzweigungspunkten und nach 00., oo. Schnitte 
d^d^...d2p^i, D^j D^ anlegt, die weder einander noch die 
Querschnitte ai, bx schneiden. An diesen Schnitten hat V 
konstante Wertdifferenzen, und zwar ist:. 

an d^: K=r+2 7rz.^^, (y = 0, 1 . • .2 p-f 1) 
an D^ u. D^ : K= V — k . /rt, wo i = Zqi ist. 

Um auch das Verhalten von V an den Querschnitten 
ux^ bx zu bestimmen, wenden wir das AbeFsche Theorem für 
Integrale I. Gattung auf die Funktion r* der Klasse an. Die 
^Gleichungen dieses Theorems lauten, wenn wir unter 
ti^ . . . u^ . . . Up definitiv normierte Integrale I. Gattung 
verstehen: 

2P + 1 

2 2^Qi*U(i{cci) = (—Gj — H)f,, .(/ii = l,2...p) 

wo (Fig. 2) 

f\ß\ ^i'+i f\ß\ dz 

—27ti.Gf,=l \a\dlog(r^ = 2^Qxl \a\ ^_ , 

J Irl . '=' J \yU 

f\S\ «P+i rl*! dz 

-27tiH^=- \b\dlog(r^ = -2:Qx \b\'-^ZI^ 

J |yU ^-' J |yU 

ist, und sich aus der Anlage des Querschnittsystems unr 
mittelbar ergiebt: 

ö^A*=?i + ?« + --- + ?2M> ; 
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Es ist daher: 



d 

b 
Y 

ß 
a 

y 



d\o%T=— 



dlogr 




b 
Y 



dlog(r^) = Hx.7ti^ 



Gx.fti. 



Überträgt man diese QaerschnittseigenBchaften von V aaf 
r = e^j 80 folgt: es ist 

an ax:r = r.{ — 1)^2, 

„ , . bi:r = r.(—l)^x, 

+ - 

„ 2?iU.2?,:r = r.(-l)* 




Fig. 4. 



Um die Funktion r, die im Iiyperelliptischen Fall für uns 
das erste Beispiel einer algebraischen Funktion ist, die an 
den Qnerschnitten Potenzen von ( — 1) ausscheidet, eindeutig 
zu machen, bedürfen wir also der Sperrlinien ä, ^^ . . . dsp+i 
nicht, ebenso sind die Schnitte i>^, 2>, ttberfltlBsig, wenn k 
eine gerade Zahl ist; isl.dagegen k eine ungerade Zahl, so 
sind die Schnitte D^, D^ unentbehrlich, können dann aber 
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zu einem einzigen Schnitt D zusammengezogen werden, wie 
Fig. 4 zeigt. 

Ans dem Vorigen ergiebt sich nnter anderem, dafs keine 
der Funktionen 

y{z—ai) (A = 0, 1, . . . 2p + 1) 

in der Fläche T' eindeutig ist, sondern erst in der Fläche T^ 
mit dem Schnitt D^ nnd dafs jede von ihnen an D den 

Faktor — 1 ausscheidet."^ Für die Funktion Yz — a 
speziell ist: 

^ = 1, ß^=pg = ... = ß2p + l=0, 

und daher 

ö^=fl;=o, (iti = i, 2, ...p) 
ife=i. 



Die Funktion Vz — a ist daher eindeutig in der Fläche, die 
man erhält, wenn man in der ursprünglichen, nicht einfach 
zusammenhängenden Fläche T den einen Schnitt Z> anlegt. 

Die Funktion r findet ihre Anwendung bei der alge- 
braischen Darstellung der hyperelliptischen Wurzelfunktionen 
zweiten Grades. 

Auf die Theorie der hyperelliptischen Integrale gehen 
wir hier nicht weiter ein und verweisen für weitergehende 
Untersuchungen etwa auf Eönigsberger: Vorlesungen 
über die Theorie der hyperelliptischen Integrale, 
und auf eine sehr lesenswerte Abhandlung von Heim 
P. Epstein: Zur Theorie der hyperelliptischen Inte- 
grale. Acta mathem. Bd. XX. 



^ Die von Herrn Prym in seiner Abhandlung: Zur Theorie der 
Fnntt. in eine r 2-blättrigen Fläche pag. 36 aufgestellte Behauptung» 

dafs y^« — tty eine in T einwertige und stetige Funktion sei, ist naok 

dem Obigen unEutreffend. Die oben gegebene üntersuehnng der 
Funktion r ist einer Vorlesung von Ohristoffel entnommen. 
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Kapitel IV. 
Die 1^-Funktion. 

§ 17. Die hyperelliptische i^-Fnnktion. 

Die mit den hyperelliptischeii Normalintegralen u^ . . . tip 
und ihren Periodizitätsmodnlen a^;i gebildete p-fach nnend- 
liche Reihe 

mit den willkttrlichen konstanten Parametern «^ . . . «p, definiert, 
wenn man sie als Fnnktion von z betrachtet, die hyper- 
elliptische Biemann'sche ^-Funktion. Verschwindet diese 
Fnnktion nicht identisch als Fnnktion von z, so besitzt sie 
in T genan p Nnllpnnkte erster Ordnung €| . . . 6« • • • «p? nnd 
es lassen sich dann die Parameter e^.. .ep nur anf eine 
Weise auf die Form 

2?) e^ = IJu^ (€x) — K^ — (^äV 

x=l 

bringen. Kommt es nur darauf an, eine ^-Funktion mit 
den Nullpunkten «^ . . . €p zu haben, so können wir an Stelle 
von 1?) auch die Funktion 



3?) ^(KW-2'^^fe) + ^^)) 

nehmen, in der nur noch die durch 



4?) i:^ = i- (Tri + a^^) + 




m 



h 

r 



+ 



definierten Biemann'schen Konstanten K^ , . . K^ zu be- 
rechnen sind. 

Zur Bestimmung*) dieser Konstanten gehen wir aus 

*) Ghristoffel: ' Vollständige Theorie der Hiemann'schen 
^-Funktion. Math. ann. Bd. 54. pag. 392—395. 
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von der im vorigen Paragraphen aosgeftthrten Integral- 
fonktion 



Z — ^ 28' 

zwischen deren Feriodizitätsmodnhi 



,.)=/ 



J (p, e) = 



s-\-a dz 



Ax (e) = 



8 

b 

Y 



8-\-a dz 



B, (e) = 



ß 
a 

y 



9-\- G dz 
z — l *"27 



die Beziehungen: 



59) 



1 ' 

2w^ (€) = B^(i) — —r 2^ ay,^ . A^ {e) 

7v% tu ^e 1 



V-sl 



bestehen. Sieht man hierin den willkfirlichen Punkt e als 
variabel an, so liefert die Gleichung 



60.) 2u^{e) = 



ß 
a 

y 



i-\'a dz 
7=T'27 



^Jx"-7 



b 

y 



z—^'Ya 



für das Normalintegral L Gattung eine nene Ansdrocksform, 
in der, entgegen der arsprttngUchen Ansdracksform 



u^{b) = J 



S 



g>^ (0 dJ; 



welche die Variabele ^ als obere Grenze des Integrals auf- 
weist, diese Variabele nur mehr als Parameter miter dem 
Integralzeichen auftritt. 

Setzt man %(e) aus 6!) in 4?) ein, so erhält man: 



7?)Z„ = ^(yri+a^) + - 






8 

b 




ß 
a 

y 



8-j-a dz 

z — Z "28 



~^Ä''''j 



d 
b 

y 



«-j-or dz 
z — t, '"27 



dux (€). 
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Bei der Answertimg der auf der rechten Seite dieser 
Gleichung stehenden Integrale ist zn beachten, einerseits, 
dafs die Integralausdrttcke fttr Ai (e), Bx {$) nur gültig sind 
nnter der Beschränkung, dafs keiner der Integrationswege 
a^, by durch e führt, andererseits, dafs der Ausdruck für Kf^ 
an die Forderung geknüpft ist, dafs der yariabele Punkt,, 
also in 7?) der Punkt €, dem -|- Bande von bi folgt. Beiden 
Forderungen wird man dadurch gerecht, dafs man im Aus- 
druck für Kf^ jeden Integrationsweg bx {X ^ \ji) durch einen 
ihn einschliefsenden bx (siehe Fig. 5) ersetzt, und dessen 
-f-Band vom Punkt 6 durchlaufen läfst. Die Formel 79) 
geht dann über in: 




Fig. 6. 



8?)^M = 4(«»+S^) + 






6' 
h' 

t 

Y 




ß 
a 

r 



t-\-a dz 
z — f < 






wo die Beihenfolge der Integrationen sich vertauschen läfst.: 



Berücksichtigt man nun, dafs 



«+cr 1 1 

— ^■^■W ■■■■■ • ^B^^ S^ZIT ^■■***— ■' ■■■■■ 

z — f « z £ 



-{-a 



«(^— 



, rfll2(€) = ,. 
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und daher 
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8-^a dz , . . j / X dz 



8 



Z-z 



ist, so sieht man, dafs Formel 8?) nach teilweiser Ver- 
tauchnng der Integrationsfolge sich auch schreiben läfst: 



9?) 



Ä'^=Y(7ri+a^iu) 








8' 
h' 

ß 
a 




ß 
a 

7 



dz \ 



{ 



dz 



a 




V 






} 



1 ^ 

Ttl.Ttl A^^r = i '^ 



' 4.7ti.7ti x^f.i^i^^" 




b 
V 



dz \ 

^1 






wo nnn die einzebien Sammanden der rechten Seite sich 
ausrechnen lassen. 

Das in der ersten Summe auftretende Integral 

dz 




ß 

a 

r 



z-Z 



ist = 2 TT« oder = 0, je nachdem der Funkt c, in dem ^ = f 
ist, von a^ eingeschlossen ist oder nicht Der Punkt e ist 
aber in den einzelnen Summanden der ersten rechts stehenden 
Summe ein Punkt von b[, 65, . . . ii-i, K+u . . . J^. Bei der 
angenommenen Anordnung des Querschnittsystems von T' 
ist also € von a^ nur ftlr A. = 1, 2, . . . ju — 1 eingeschlossen, 
und es ist daher: 
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."— 1 



=-iJ 




d «i («) . 




ß 
a 

y 



dz 



f} 



u 



m 



. dwi (€) = g- (/' — 1) • 



Das in der zweiten Summe auftretende Integral 




6* 



frx{C).d: 

t — z 



ist, da der Integrationsweg b\{ld^n) den einzigen Unstetigkeits- 
punkt ^ = 5 des Integranden, der ein Punkt von a^ ist, nicht 
«inschliefst, = 0. Die Summe selbst ist daher ebenfalls = 0. 

Ebenso ist das Integral 

c5 



b 
7 



dz 



'—t 



und die dritte Summe selbst gleich Null. — In dem Integrale 




V 



■l — z 



der vierten Summe endlich ist der ünstetigkeitspunkt t=-2^ 
•des Integranden ein Punkt v(m hy und nur dann vom 
Integrationswege hi eingeschlossen, wenn y = A ist. Die 
vierte Summe reduziert sich also auf: 



T J/«; 



und dies hinwieder, da 




b 

y 



{ 



dz 



8 



ö' 
b' 

7' 



t — z ■ 



ist, aaf 




b' 



L—z 



= q)i(z) .2 71 i 







b 

y 



q)x (z) .dz 1 

8 






Landfriedt, TheUfanktlontn. 
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Für Kf, erhält man daher den Wert: 

oder 

1 1 '^ 

10!) ^^ = 2^1 — — /£.^i + — 2^a^x. 

Schreibt man dies schliefslich in der Form 
11?) K,=^{GH),, 

wo G^ = 2 — ^i,H^=B^ = ... = nj,= l 

80 hat man den 

SStZ I?) Nimmt man den freien Verzweigungspunkt 
a als gemeinsame untere Grenze der /> Normal- 
integrale u^...Up an und legt man das System 
der Querschnitte a^^ bx {A = l,.../)) wie in 
Fig. 2, fest, so bilden die Werte der p Rie- 
mann'schen Konstanten K^.,.Kp ein System^ 
halber Simultanperioden, und zwar ist 

^At = y (G^ ^O^M (/« = 1, . . -p) 

yio Gf, = 2 — f,i,H^ = B^=:... = Hp=l ist Die 
diesem System entsprechende Perioden- 
charakteristik {K) lautet also: 

l^j — ^ 1 0...0/' 
oder 

(^-(1MJ:::1)- 

je nachdem p gerade oder ungerade ist, oder 
auch allgemein: 

12?) w-G2 3:::;-lJ)*) 

*) Vergleiebe hiermit: Prym, Zur Theorie der Fonktionen io. 
einer zweiUättrigen Flftche, pag. 35. 
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Die mit den eben gefundenen Werten der K^^ gebildete 
hyperelliptiscbe ^-Funktion: 

p 

xsl 

verschwindet dann und nnr dann identisch als Funktion von 
z, wenn die p Punkte €^.. ,€p ein Punktsystem I. Gattung 
im weiteren Sinne bilden, d. h. wenn sich unter diesen 
Punkten ein notwendiger befindet; letzteres ist aber nur 
dann der Fall, wenn sich unter den Punkten Cj . . . «p Paare 
einander bedeckender Punkt (s^^z), Kj-^^) vorfinden. Ist 
dies ausgeschlossen, so hat die ^-Funktion die Punkte 
e^...€p zu Nullpunkten 1. Ordnung. Berücksichtigt man 
dann noch, dafs die ÜT^ ein System halber Simultanperioden 
bilden, so dafs die zwei Funktionen 

p p 

Ü ((«« (P) —2J t^..i («x) + ^«)) und ^ ((mh (o) —2^ uj^e^) — K^)) 

dieselben Nullpunkte 1. Ordnung besitzeu, so hat man den 
Satz W) Die hyperelliptische ^-Funktion 

x=l 

verschwindet dann und nur dann als 
Funktion von r, wenn zwei der Punkte 
e^...Bp einander in der Fläche T bedecken. 
. .Ist dies nicht der Fall, so verschwindet 
die 1^-Funktion jedesmal zur 1. Ordnung, 
wenn der variabele Punkt o{8^z) mit einem 
der Punkte €, ...£x*--£j> zusammenfällt. 

Bedeuten allgemein «, b* zwei einander bedeckende 
Punkte der Fläche T, so dafs «, e* ein Punktsystem L Gattung 
der EHaase bilden, so ist (AbeFsches Theorem): 

und daher ^ Wj» (««) = — ^ u^ («i) . 

x=l x=l ' 

9* 
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Die zwei Funktionen : 

haben also dieselben Nullpunkte, und wir können den vorigen 
Satz aucb aussprechen,, wie folgt: 

Satz Ha^) Die Funktion 

139) ^((.-^""^^'^^i^")) 

in der jeder derp-f-1 Punkte Ox als variabel 
angesehen werden kann, verschwindet als 
Funktion der Koordinaten (sy^z^) eines 
Punktes Oy dann und nur dann, wenn der 
Punkt Oy und irgend einer der p übrigen 
Punkte Ox sich in der Fläche T bedecken. 

Bilden die p Punkte e^. ..€p ein Punktsystem L Gattung, 
in dem x Paare einander be4eckender Punkte vorkommen, 
so verschwindet die ßiemann'sche Primärreihe 

p 
^ ((w« (o) —2 w." («x) + Kf,)) 

als Funktion von z identisch, samt ihren ersten bis (x— 1)**" 
partiellen Derj vierten; die /.*•" Derivierten werden aber nicht 
mehr alle identisch Null. An Stelle der Primärreihe tritt 
dann jedenfalls, wenn nicht etwa die x Paare einander be- 
deckender Punkte alle oder zum Teil in Verzweigungspunkte 
rücken, als Funktion mit den Nullpunkten e^ . . . «^ und den 
charakteristischen Eigenschaften der S- - Funktion , eine 
Sekundärreihe von der Ordnung x. 

Läfst man in 

p 

x = l . 
p 
und ^ ((m^ (o) +-27««t fe) ± ä;,)) , 

x = l 

wo unter den p Punkten «^...Cp keine zwei einander .be- 
deckende vorkommen mögen, einen Punkt €, etwa €p, mit 
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dem Verzweigangspankte a zusammenfallen, und berück- 
sichtigt man, dafe m„ («) =: ist, so ergiebt aus Satz 11?) 
und n«) 

Satz IIP) Die Funktion 

14 ?) ü (K io) —2J «,. («x) + Ku)) 

wird =0^ in «1 ...«p + iunda, unddieFunktion 

15 ?) Ü ((«u (0) +5«a (fix) + K,)) 

in e\...€p^i nnd a, wo allgemein e^ und e^ 
einander bedeckende Punkte bezeichnen. 

Kommen in den zwei Funktionen 

p 

und ^ ((w« (o) 4--^«« (^yJ + ^«)) 

je r Paare einander bedeckender Punkte «, fi' vor, so 
reduzieren sich diese Funktionen, vermöge der Beziehung 



ti 



.a («) + W.a (t') = , 



auf ^ ((?(« (o) — ^ M„ (€;,) + Ku)) 



x=i 



und 1^ ((M„ (o) +^' M^ (e;,) + *!«)), 

x = l 

welche hinwieder, wenn noch der Punkt €j,_2r mit a, zu- 
sammenfallt, in 

t^ (K (0) +"2^ «,« (O i ^.)) 

übergehen. Aus Satz II?) und III?) ergiebt sich dann: 
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Sitz IT?) Fttr 9>1 ist stets 

16 ?) Ü ((«« (o) +2J «.. (e«) + K„)) 

identisch Kall als Funktion von z. 

Läfst man schliefslich in sämtlichen Fanktionen der 
Sätze II?), IIJ), ni?) und IV?) den variabelen Punkt o («, z) 

nach a rücken, so erhält man 

SfttZ T?) Enthält das Punktsystem e^. .Sp weder 
den Verzweigungspunkt a nochPaare ein- 
ander bedeckender Punkte, so ist stets: 

17 ?) ^ ((+ 2^'V {^^) ± K,)) ^ ; 

ist <7>1, so ist stets 

18?) ü ii+^^u {€,) ± K,)) = 0, 

wie auch diePunkte €^.,.ep^q angenommen 
sein mögen.*) 



§ 18. i^-Fanktionen mit zweiteiligen 

Charakteristiken. 

Aus der hyperelliptischen ^-Funktion 

Ü (KO) = ü (("u (O) - 2: "a fe) + ^«)) 

leiten wir, analog wie in der allgemeiuen Theorie der Abel- 
schen Fanktionen, eine allgemeinere ^-Beihe ab, die definier 
ist durch die Gleichung: 

1!) *|]](w)=*|A;::;^](w)= 
:r...l.l.i"'-K+^)K+'i)nii-.+'i)».+^-"^ 



Uli cz - CD fiip r= - Qc 



\ 



*) Für die Sätze dieses und des folgenden Paragraphen yergleiche 
Frym: Zur Theorie der Funktionen u. s. w. 
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Ytir die durch diese Reihe definierte Funktion ton z gelten 
«(siehe § 3) die Beziehungen: 

■2?) ^[*](M=C.^((f,« + y(?Ä),)).«,i/.«^ 
^0 C= konstant, 



p 



4-)i^Q]((-f,.))=i^[:J](M)='i^[*](M.(-i),£*"'''. 

Das Symbol I ' 1, in dem \ . . . /ip, 9x" *9v S^^ze Zahlen 

bedeuten, nennen wir, wie frtther, eine ^^-Charakteristik, weil 
•durch sie die Gestalt der ^-Beibe charakterisiert ist. Fttr 
die ^•Funktion, welche durch die Beihe 1?) mit der zwei- 
teiligen Charakteristik T * j definiert ist, gelten nun sofort 

die Sätze des § 3), so namentlich, dafs man alle möglichen 
^-Funktionen 1 ?) erhält, wenn man die Zahlen ^, h auf ihre 
Beste oder 1 (modulo 2) reduziert, dafs die Anzahl aller 

wesentlich verschiedenen Funktionen 'Q j^ J ((v^u)) oder aller 

inkongruenten ^-Charakteristiken = 2^ ^ ist, dafs von diesen 

Funktionen oder Charakteristiken 2*»-^ (2*+ 1) gerade und 
2^ "^{^ — 1) ungerade sind, und dafs die letzten Funktionen 
ftlr die Nullwerte der Argumente ((r^)) verschwinden. 

Die 2^^ i5^-Charakteristiken 1 1 sind nicht zu verwechseln 

mit den früher eingeführten Periodencharakteristiken ( I. 

Während die 2^? ^^-Charakteristiken unter sich vollkommen 
gleichberechtigt sind und nur zur Definition der V^ ver- 
schiedenen möglichen ^-Funktionen dienen, ist eine Perioden- 
charakteristik f j nichts anderes als ein Symbol für die- 
jenige ganze Gruppe von Systemen von je p halben Simultan- 
perioden, die sich ergiebt, wenn man in dem System 
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•einzelne oder mehrere der Zahlen ^/. . .^p, h^.,.Iip um 
ganze Vielfache von 2 vermehrt oder vermindert. Aus 
diesem Gmnde hat Herr Prym für die Periodencharakte- 
ristiken die Bezeichnung Gruppencharakteristik benutzt. 
Unter den Periodencharakteristiken nimmt die Charakteristik 

( Q ) eine Sonderstellung ein; man nennt sie die un eigent- 
liche Periodencharakteristik. 

Sieht man bei den Periodencharakteristiken von ihrer 
Beziehung zu den Systemen halber Simultanperioden ab, d. h. 
liebt man die Sonderstellung der uneigentlichen Perioden- 
charakteristiken (qJ auf, so gehen die Periodencharakte- 
ristiken über in ^-Charakteristiken, und ftlr die letzteren^ 
gelten dann die Sätze, die wir über die Periodencharakte- 
ristiken bewiesen haben. Namentlich können wir jedem der 
2p -\- 2 Verzweigungspunkte a, or^, or^ • • • «2p + i eine ^-Cha- 
takteristik zuordnen. Alle diese 2p -\- 2 ^-Charakteristiken 
bilden wieder ein Fundamentalsystem; /> + 2 derselben,, 
nämlich die auf a, «,, ag . . . a2p + i bezüglichen, sind gerade,, 
die p übrigen auf a^, a^, . . , a-ip bezüglichen sind ungerade,, 
und es gilt der Satz, dafs jede ^-Charakteristik sich durch 
höchstens p der auf a^, cr^, . . . a2p + i bezüglichen linear dar- 
stellen läfst. 

Berücksichtigt man, dafs jedes System inkongruenter 
Charakteristiken wieder inkongruente Charakteristiken ergiebt^ 
wenn man zu jeder Charakteristik des Systems die nämliche,, 
sonst beliebige Charakteristik addiert, so kann man auch 

sagen: jede der 2^^ v/^-Charakteristiken I J läfst sich dar- 
stellen in der Form: 

r 

WO r^2> ist, und ^ [(^]o als t!f- Charakteristik aufgefafst,. 

die Summe von r verschiedenen ^^-Charakteristiken bezeichnet,, 
die Verzweigungspunkten b^...br aus der Reihe a^, «^ . . . azp+i 
zugeordnet sind, und als Periodencharakteristik aufgefafst. 
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r 

die Summe ^ Wu (^o) der r Systeme von halben Simultan- 

Perioden, die denselben Verzweigungspunkten b^ ,. ,br ent- 
sprechen. — Für die beliebige Charakteristik [K] nehmen 
wir im Folgenden die Charakteristik 



[1 1 1...11 
1 2 3.../)J' 



welche den Riemann'schen Konstanten X, . . . ifp entspricht. 

Mit Anwendung des vorigen Resultates ergiebt sich 
aus 2?) die Gleichung: 

6?) ü\'''\{iP,)) = ü[K-^2:[a]i{v,)) 

worin die in V und der Exponentialgröfse e"' f^ ^' auftretenden 

Zahlen ä, g gemäfs 5V) angenommen sind. — Läfst man 

p 

in 6?) die Argumente r^t = ?«„ {o) — ^'^fi («x) + ^." ^^^' 
seh winden, so erhält man: ^ 

7V)t^[J](W)=^[Ä+2i«w((o))=^.'j^((i«.(*.)+^4 

Berücksichtigt man daher, dafs der Verzweigungspunkt a 
unter den Punkten b^ . .,br nicht vorkommt, und auch keine 
zwei Punkte aus der Reihe 6, . . . fcr einander in T bedecken, 
so erhält man aus 7?) mit Anwendung des Satzes V?) des 
vorigen Paragraphen: 

Stil V) Die hyperelliptische ^-Funktion 



[J]=m+iN. 



WO 

■ c# ■ " - • 

ist, verschwindet für die Nullwerte der Argu- 
mente r^i, wenn r<Cip ist, und ist von Null ver- 
schieden, wenn r = p ist. 
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p 
Die Anzahl aller möglichen ^ [a]o ist 



(2p + l)2p (p + 2) . 

1.2.3...P 



(2j>+l)^=. .00 . 



ebenso grofs ist also anch die Anzahl der f tlr die NuUwerte 
der Argumente nicht verschwindenden Funktionen 



i^[J](M). 



nnd diese Funktionen müssen alle gerade sein. Die An*> 
zahl aller geraden i^-Funktionen ist aber = 2p-^(2p-|- 1); 
es gilt daher der 

SStZ II?) Im allgemeinen hyperelliptischen Falle 
giebt es 

2P'i(2P+l)-{2p + l), 

gerade ^-Funktionen 1^ |«| ((«?«))> welche fttr 

die Nullwerte der Argumente v^ verschwinden. 
Es sind dies diejenigen geraden Funktionen, 
für welche in 

die Zahl r<^p ist. 

Hieraus folgt z. B.: für p=2 giebt es keine, für p=3 
eine, für p = 4 zehn gerade -^-Funktionen, die für die 
Nullwerte der Argumente verschwinden. Fttr p = S läfst 
sich diese ^-Funktion sogleich angeben. In diesem Falle 
ist nämlich 

[-!=[{ l I] 

selbst eine gerade Charakteristik, und daher 

^ [K] ((0)) = 0. 

Wir wollen nun den der Theorie der Periodenqharak- 
teristiken entlehnten Satz, auf dem die zwei letzten Sätze 

1 
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beruhen, wieder in seineir ursprünglichen Form heranziehen. 

Danach läfst sich jede ^-Charakteristik 1 1 mit Ausnahme 
derjenigen, in der alle Elemente 7i, g Null sind, darstellen 



durch eine Summe 



ra-i'* 



von r'^p verschiedenen, ebenso vielen Verzweigungspunkten 
aus der Reihe or, .. .aep 4-1 zugeordneten Charakteristiken 
des Fundamentalsystems. Wir benutzen dies, um, nach 
We i e r s t r a f s , für alle 2^ i' ^ - Charakteristiken dieselbe 
symbolische Numerierung durchzuf ühren,wie bei den Perioden- 
charakteristiken. Um dann weiter anzudeuten, dafs in 

^ I q\ (^^.")) ^^ ^^-Charakteristik 1 I etwa die Nummer 

124 trägt, schreiben wir für ^[JlcC^.«)) kurz ^^,,4 ((v«)). 

Diese Weierstrafs'sche Indicesbezeichnung wollen wir 
für p = 2 vollständig durchführen. 

Für p = 2 ist die Anzahl 2 -J^ aller ^-Charakteristiken 
= 16. Die den Verzweigungspunkten 

a, «1, «2, «3, a^, «j 
entsprechenden Charakteristiken 

LooJ' LiiJ' Inj' LoiJ' loij' Looj 

erhalten nach Weierstrafs die Nummern: 

5, 0, 1, 2, 3, 4, 

und dieselben Indicesnummem erhalten die mit diesen 
Charakteristiken gebildeten ^-Funktionen: 

^,(Mh l^o(W), t^i(W); 1^.(W). ÜA^,)).Ü,{(v,)). 

Die Indices aller übrigen Charakteristiken und ^-Funktionen 
setzen sich zusammen aus je zwei der Zahlen 0, 1, 2, 3, 4, 
wie die nachstehende Tabelle zeigt. 
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Aö) Gerade ^-Funktionen für p = 2 



Charakteristik 


rOO-j 

LooJ 


p 


ra 


p 


P 


^-Funktion 


ü. 


1^2:5 


"dii 


^. 


l^ot 


Charakteristik 


ra 


[11] 


p 


ra 


rOln 

Lio. 


^-Funktion 


t^o 


ö„ 


d. 


1^8 4 


Üoi 



B?) 13 


ngera( 


ie ^-Funktionen für p 


— 2: 




Charakteristik 




ßi] 


LioJ 


rlOn 

LioJ 

^02 


Gl] 


[Jl] 


^-Funktion 


1^04 


ÖiA 



Die Funktion ^^ ist identisch mit der ursprüngliche» 

Funktion i9^((vu)). 

Für p = 3 sind die Nummern 7, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 
entsprechenden Fundamentalcharakteristiken 

rOOOl rOOO-| rlOO-i rlOOi rOlOi rOlOi rOOli rOOli 

LoooJ' LiiiJ' LiiiJ' LoiiJ' LoiiJ' LooiJ' LooiJ' LoooJ^ 

und die einzige für die Nullwerte der Argument^ ver- 
schwindende gerade ^-Funktion ist ^jo^ {{v^)) mit der 
Charakteristik 



m = [JJi] 



Überhaupt verschwindet die v^-Funktion ^ [K] {(v^^)) stets 
für die Nullwerte der Argumente, welches auch der Wert 
von p sei. 
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Kapitel V. 

Anwendungen der ^-Funktionen. 

§ 19. Lösung des hyperelliptisehen Umkehr- 
problems. 

Im allgemeinen Falle der AbeFsehen Funktionen sind 
wir zar Lösang des Umkehrproblems ron dem Abel'schen 
Theorem fttr das Normalintegral III. Gattung ausgegangen, 
indem wir dieses Theorem in der Form 



Q / *i 



2' di^ß,,y,) = l0g-^ 



^iß) 



ZU Grunde legten. Dabei bedeutete t eine Funktion der 
Klasse von der Ordnung q^ ß^.. . ß^, . .ßq die q Punkte, in 
denen t denselben bestimmten Wert T;{ß) besitzt, Y^'-^yx^^yq 
das System der Unstetigkeitspunkte von t. Im hyper- 
elliptischen Falle lassen wir diese speiielle Voraussetzung 
über die Punkte ^i • . . y« . . . y^ fallen, 4pd nehmen an, es 
seien ^i . . . y« • • . y« die q Punkte, in denen die beliebig 
gewählte Funktion t der Klasse denselben gegebenen Wert 
T (y) besitzt. Das Abersehe Theorem erhält dann die Form 



T{e,) — T{ß) r(6,) — T(y) 



IP^x,^.; og^ T(s,)-^{y) T(e,)-T{ti) y 
und das durch die Kongruenzen 

2'?) 2\u ^v„, Xß = l,2...p) 

in denen die Punkte ^ • • • ^J . — <^p die Nullpunkte der 

^-Funktion "öOi^lO^ ®^^^j definierte Jacobi'sche Umkehr- 
.problem wird (siehe § 8) gelöst durch p Gleichungen von 
der Form: 
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worin ß und y die Werte von z in den Punkten ß^. . .ß^ 
und /i . . . /n und xi, resp. cj die Werte von z in den Punkten 
ax resp. (^ bezeicimen« . 

Es handelt sich nun darum^ diesen Gleichungen 3?) auf 
Grund der speziellen Natur des hyperelliptischen Falles eine 
einfachere Gestalt zu geben. 

Zunächst ist n = 2. Nehmen wir femer f ttr e den freien 
Verzweigungspunkt a, fttr ß^j ß^ zwei in einem Verzweigungs- 
punkte b mit ungeradem Index zusammenfallende Punkte, 
fttr y^ , y^ die zwei im freien Verzweigungspunkt a zusammen- 
fallenden Punkte von T, und berücksichtigen wir, dafs die 

Punkte c5,...c^,...c^, die Nullpunkte von ^^ ((u^^")Y zufolge 

Satz I?), § 15, identisch sind mit den Verzweigungspunkten 
ttj, a^, . . . «2 ;i, . . . 02 p, so geht 3?) ttber in: 

Setzt man hierin für b der Reihe nach «j, «,,... a2i>+ir 
so erhält man p-\- l Gleichungen, von denen schon p aus- 
reichend sind, um die Gröfsen x^. . .ax^... x^ zu bestimmen» 

Der auf der rechten Seite von 49) auftretende Faktor 



S?) ^- --.6«^^*' 






der von den i?u unabhängig und nur von der Wahl de» 
Punktes b abhängig ist, läfst sich noch weiter vereinfachen. 

Nimmt man für .r^ . . . or; . . . ^^ die p Punkte J^, 5, . . . bp^ 
d. h. die von b verschiedenen Verzweigungspunkte mit im- 
geradem Index, so erhält man aus 4?) die Gleichung: 



^ bx — b a2x — cc j^ 
i=i Ol — a a2x — o 
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die skb, da sach 14?), § 14, 

ist, anch in der Form schreiben läfst: 



Denkt man sieh diese Gleichung nach M aufgelöst und 
die sich ergebende Gleichung mit 5?) multipliziert, so er- 
hält man: 



Nach 13?) § 14 ist aber allgemein, wenn wir für b den 
Yerzweigungspunkt a2y-).i nehmen: 

wenn wir von einem etwa noch hinzukommenden Summanden 
7t i absehen. Berücksichtigt man noch, dafs nach 3?) § 4 

ist, so erhält man: 

6?) .w«=.2^. ^ fj i^j:^ «2£^ (. = 0, 1, 2 . . ..p} 

x=i h—a a2x — 0\ 

wo ft = a2v + i, h^b ist, und a^o gleich Null zu setzen ist- 
Schreibt man nun noch zur Abkürzung: 

i=l ^x — o 

80 ergiebt sieh aus 4?) und 6.?): 
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Diese Formel, in der ft = «2 ». -|. i (v = 0, 1 ., . . p) ist, und 
die h {1 = 1 ... p) die von b verschiedenen Verzweigungs- 
punkte mit ungeradem Index sind, repräsentiert p-\-l 
Gleichungen, von denen p ausreichend sind zur Bestimmung 
der Punkte x^ . ,a!i. . .x^. Die Formel 7 ?) enthält also die 
Lösung des durch die Kongruenzen 2?) definierten hyper- 
elliptischen ümkehrproblems. 

Auf den Fall, dafs dieses Problem oo viele Lösungen 
besitzt, gehen wir hier nicht ein. 



§ 20. Die Warzelf unktionen zweiten Grades. 

Wie wir früher (§ 10) gesehen haben, hat der all- 
gemeinste ^-Quotient, der eine Wurzelfunktion w*«» Grades 
darstellt, die Form 

,0, p=r i^((».. - 4")) • • • i^((»... - a) r i i^^ •"^<''> 

■^ ■'^(K-/5."))---i^((»,.-/;:'))" 

Diese Funktion scheidet 



an ax den Faktor mx = e * »» , 



2:ri. 



9x 



an bx den Faktor 7ix = e vn 
aus, während die Parameter e und / durch die p Beziehungen 

mit einander verbunden sind^ und die ganzen Zahlen g, /t, 
unbeschadet der Allgemeinheit auf die Werte Ö,12...m—1 
beschränkt sind. 

Die p Beziehungen 2.^) zwischen den e und / zeigen, 
dafs, wenn die Multiplikatoren mx und nx, d. h. die Zahlen 
, ffx und hx, und die Parameter /, d. h die Nullpunkte der 
r ^-Faktoren des Nenners von P, vorgeschrieben sind, nur 
mehr (r — 1) p Parameter e des Zählers willkttrlich an- 
genommen werden können. Denkt man sieb die Parameter 
der r — 1 letzten ^-Faktoren des Zählers in. > bestimmter, 
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sonst willkttrlicher Weise gewählt, so sind die Parameter 

e^^ (/M = 1 . . . p) und also auch die Nullpunkte von 

O^ {{uu — öJt^O) vollständig bestimmt, vorausgesetzt natürlich, 
dafs vermöge der Wahl der übrigen Parameter die Funktion 

^ ((wa — «|L^^)) nicht identisch verschwindet. — Diesen Fall 
schliefsen wir aus. 

Bezeichnet man die Nullpunkte des Nenners von P 
promiscue mit €y (v = 1, 2 . . . rp\ die mit ihnen in der 
byperelliptischen Fläche T sich deckenden Punkte mit e^, 
die Nullpunkte der r — 1 letzten i^-Faktoren des Zählers 

mit ßy (v = l ...(r — l)p), so ist: 

r rp rp 






■t (r — l)p rp 

— {9 *)/* — ^ W/u {ßv) — Jjuf, (e'y) — Kf, . 



und daher, zufolge 2?): 

(r — Djj rp 

Die erste ^-Funktion des Zählers geht somit über in: 

(r— l)p rp 

j;«mW+2' ^ 



^ ((u^ (p) + '2'''^^ W + IJu^ K) + K^-^{9 h)^)). 



Soll die Funktion P nicht _von der Ordnung rp, sondern von 
einer kleineren Ordnung q'^p sein, so müssen rp — q Null- 
punkte des Zählers mit ebensoviel Nullpunkten des Nenneis 
zusammenfallen; wir nehmen an, es seien dies die letzten 
Nullpunkte von Zähler und Nenner. Die obige ^-Funktion 
verwandelt sich dann in: 

3?) l^(K + ^M-^(fl'AW), 

wo 

4?) -4^=2''u^0J.) + ^«^(M + *> + (ö-ff)M 

y = l v = l 

Laadfrieat, ThAtaltakttoMn. 10 
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ist. Wir spezialisieren nun die Funktion P mit dieser Form 3?) 
des ersten ^-Faktors in Zähler. 

Läfst man im Änsdrack für P die 2iahl m = 1 nnd alle 
Zahlen giy hx gleich werden, so geht P über in eine 
Funktion der Klasse: 

■^ 'ü{{r^.-m i^((«.-/;r'))' 

die 00^ wird in den ^ Punkten ß^ .. .6^. ..€^, 0^ in den 
q — p Punkten ßy und den p Nullpunkten von ^ ((m^ -j- -4 ^)), 
die durch diese 2q — p Punkte 6^, ßy vollständig bestimmt 
sind, wenn nicht etwa, was wir ansschliefsen, ^((u^-f'^/«)) 
identisch Null ist. Auch den Fall q=^p schliefsen wir aus; 
in diesem Falle wäre nämlich P' eine Funktion I. Gattung, 
und 

A^ = 2: ^^(«0 + Ji> + (ö^^. 

Die Funktion ^ ((m^ + ^^)) hätte also, nach Satz 1X2), § 17, 
die Punkte «^ . . . €p zu Nullpunkten, d. h. P' würde sich auf 
eine Konstante reduzieren und keine Funktion der Ellasse 
mehr darstellen. 

Setzt man femer im Ausdruck 1?) mit der Form 3?) 
des ersten «^-Faktors im Zähler: m = 2, so stellt 

1 V 

^^^>((««-/^")) t^((«M-yr))*' '" 

eine Wurzelfunktion zweiten Grades dar, die bis auf einen 
konstanten Faktor ttbereinstimmt mit 

^'^^'"'diiu.-m t^((«.-/?o)" 

Durch Vergleichung der Ausdrücke 5?) und 6?) ergiebt sich 
79J P,= 5. — ^ .F', 
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worin B eine Eonstante bezeichnet, nnd wir im Argumente 
der ^-Funktionen in Zähler und Nenner von dem System 
Yon ganzen Simultanperioden {GH)u absehen, so dafs von 
jetzt an 

oder allgemeiner 

ist, fttr n^p. 

Die durch 69) definierte Wurzelfunktion zweiten Grades P^^ 
suchen wir nun algebraisch darzustellen. Wie aus 7 ?) her- 
vorgeht, verlangt diese Aufgabe die algebraische Darstellung 
einmal der Funktion der Klasse P', dann der Funktion 

i?[J]((«.+4«)) 

90\ Q-— '-y-' 

Wir beginnen mit P\ 

Bezeichnen allgemein s^, Zy die Werte von s und z im 
ünstetigkeitspunkte By{v=\ . . . q) von P', so wird das 
Produkt 

R= n {Z — Zy) 

r = l 

in T gleich 0^ in e^ . . . «^ . . . f^ und ebenso in den sie 
deckenden Punkten «i («r, Zy) (v = 1 . . . ^), und oo« in jedem 
der zwei unendlich fernen Punkte von T. Das Produkt P'. R 
ist also eine Funktion der Klasse von der Ordnung 2 9, die 
im Endlichen nirgends unstetig wird, d. h. eine ganze Funktion 
von 8 und z. Es ist daher: 

wo K und L ganze Funktionen von z sind, und zwar K 
vom Grade q — p — 1, L vom Grade q. Wir können daher 
setzen: 

10?) P'.Ä=«(C2^-i'-l + C,^-l»-2 _!_... ^C,«,-i) 

+ ((?,_p^«-|-Cj_p4.i.<s«-i + . . . + cafl-p-i.-s^ + ^Hs^-p)* 

10' 



US 
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Die Funktion P'. R wird 0^ in den q Punkten €i . . . ei . . . c^ 
mit den Koordinaten (f^, Zy), den q — p Punkten ß^ mit den 
Koordinaten {a^j ^y) und in den durch diese Punkte be- 
stimmten p Nullpunkten von ^ ((w^ -f" Af^)). Zur Bestimmung 
der in 10?) aufbietenden konstanten Koeffizienten haben wir 
daher die 2q — ;> Gleichungen: 

«y [CZy ~\~'-''^(^q'P'l)~J~(pq'pZy-\-,.,-\-C2q.p.i»Zy^C2q.p)===Vj 

{v=l...q) 
(y=l...q—p), 

aus denen sich unmittelbar ergiebt: 

P\R = const. Jj wo 



11?)^: 



8^,Zi 


SZi'P'^,,, 8Z 8 Z^ Z^'^..,Z 

" a-p-2 ~ " q q-l 
8^Z\ ... Äj 2Jj 8j 2^1 Z^ . • • ^j^ 


1 
1 




Oq Ä-g • • • og «»g Og *>q ^q • • • ^-g 


1 
1 


^q-P'bq-p 


C^g-p.fg-p •••0'g-p.Cg-pO"g-p^g-p^g-p...fg. 


pl 



ist. In der That wird diese Determinante J = 0^ in den 
2q — p Punkten ej . . . €g, /^i . . . /?g - p , und aufserdem, da sie 
eine Funktion der Klasse von der Ordnung 2q ist, noch in 
p weiteren Punkten, die, wie die Form von J zeigt, durch 
€i . . . €g, ß^ ...ßq^p bestimmt sind und daher mit den Null- 
punkten von 'd'l(Uf^-\-Af^)) identisch sind. 

Für die Funktion P' der Klasse haben wir so die 
algebraische Darstellungsformel: 



12?) 



P' = const. 



n (Z Zy) 

v = l 
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deren Gtlltigkeit an die YoraasBetzung geknüpft ist, dafs 
keine zwei von den Punkten e[...€q, ß^ — ßq—v identisch 
sind. — Hiermit ist der erste Teil unserer Airfgabe gelöst. 

Ehe wir an die algebraische Darstellung von Q in 9?) 
gehen, ziehen wir noch eine Folgerung ans dem eben ab- 
geleiteten Resultate. Bezeichnet man die Punkte e^ . . . 4? 
ß^...ßq^py deren Koordinaten in 119) auftreten, allgemein 
mit }^, . . ' /v . . . /n nnd ihre Koordinaten mit 8^, z^ 
{v = l ...2q — /)), so geht J über in : 

82^-q-l SZi^-'i-^ .,.8Z 8 Zi Z9-^.,.Z 1 

» — «— 1 n— g — 2 q q — 1 ■* 

8^Zi ^ 8iZi ^ ...8^Z^ 8^ Zl Zi ...^1 1 



13?) Jn = 



n—q—i n— Q— 2 q q — 1 ^ 

OyZy 8yZy ... SyZy 8y Zy Zy . , » Zy X 

n — g — 1 n — q—2 q q — i. -■ 



und die algebraische Gleichung Jn=0 fixiert nach dem 
Obigen die p Nullpunkte von 

^ ((«^ + A,)) = ^ ((«,. (0) + 2; «„ (y.) + k;}) 
in ihrer Abhängigkeit von den sie bestimmenden Punkten 

/i • • • y»- 

Die vorigen Betrachtungen beziehen sich auf den Fall, 
wo n von der Form 2q — p ist; ist n nicht von dieser Form, 
so mufs es von der Form n=^2q — p — 1 sein. Dieser Fall 
läfst sich als ein Spezialfall des vorigen ansehen, der dann 
eintritt, wenn einer der 2q — j) Punkte y^, etwa yn, niit dem 
freien Verzweigungspunkte a zusammenfällt. In diesem Fall 
wird zunächst u^ (y^) = w.a («) = ; da zugleich s„ = wird, 
so ergiebt sich für n = 2q — p — 1 eine Determinante, die 
sich von J^ nur dadurch unterscheidet, dafs ihre letzte 
Horizontalreihe lautet: 

14?) OO...OOa«a«-^..al. 

Wir können daher ganz allgemein den Satz aus- 
sprechen : 
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Satz I?) Wenn die ;9-Fnnktion 



n 



ü ((«M (0) + j; «M w + K^)) (« > p) 



v=l 



nicht identisch verschwindet, so sind ihre p 
Nullpunkte durch die algebraische Gleichung^ 
J^ = mit den n Punkten y^.-*yn verknüpft. 
Ist speziell n von der Form 2q — p — 1, so hat 
die letzte Horizontalreihe von Jn die Form 14?). 

Vorausgesetzt ist hierbei, dafs keine zwei von den 
Punkten ^i . . . /n identisch sind oder einander in T bedecken, 
und aufserdem im Falle n = 2q — p — 1, dafs nicht schon 
einer der Punkte y^ . . ./n-i «ait dem freien Verzweigungs- 
punkte a zusammenfalle. 

Nach diesem vorbereitenden Resultate können wir an 
die algebraische Darstellung von Q herantreten. Der Weg, 
den wir dabei einschlagen, ist kurz folgender. Wir suchen 
eine möglichst einfache algebraische Funktion r mit be- 
kannten Null- und Unstetigkeitspunkten herzustellen, die in 
T' einwertig ist und an den Querschnitten ax,bxß = l...p) 
dieselben Faktoren ausscheidet, wie Q selbst. Das Produkt 
Q .r ist dann eine Funktion der Klasse, von der man, wenn 
die Unstetigkeitspunkte von Q bekannt sind, sämtlich Un- 
stetigkeitspunkte und alle Nullpunkte bis auf p derselben 
kennt, und diese p Nullpunkte sind durch die bekannten 
Null- und Unstetigkeitspunkte im allgemeinen eindeutig be- 
stimmt. Durch Auflösen eines Systems linearer Gleichungen 
läfst sich dann leicht der algebraische Ausdruck fttr Q.r^ 
also auch der fttr Q herstellen. 

In § 16 haben wir eine Funktion 

15?) r=y n (z — a^)^^ 

kennen gelernt, die an den Querschnitten ax^hx^ ebenso wie 
Q, Potenzen von — 1 ausscheidet, und aufserdem noch an 
einem Schnitte D den Faktor ( — 1)*, wo k = 2:Qx ist. Diese 

Funktion r, in der wir jetzt die Exponenten ^^ auf 
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die Werte and 1 beschränken, suchen wir so zu 
bestimmen, dafs das Ptodakt 

r.Q 

eine Funktion der Klasse wird. Die notwendige nnd aus- 
reichende Bedingung hierfür ist, wie sich aus den Quer- 
schnittseigenschaften von r und Q ergiebt, dafs die 
Exponenten Qj Qu Q^y * " Q^v+i ^^^ Kongruenzen 

1?) Ä; = 0(mod,2), 

2?) if, = Ä, (mod. 2), 

3?) Gx = 9i (mod. 2), (i = 1,2 . ..p) 

genügen, wo -öi = ?2 i + P2 i + d 

ö^A = ?i + P« + • • • + P2i ist. 

Diese Kongruenzen liefern, wie ^ine leichte Rechnung 
zeigt, das Lösungssjstem : 

IQi^Q + K + K + '" + Ki 
e22^? + ^;i + Ä;i + ÄA+i + ...+Ap, (A=l,2...p) 

durch welches die Exponenten ^^^g •• -^2^+19 da sie nach 
Voraussetzung auf die Werte und 1 beschränkt sind, in 
eindeutiger Weise bestimmt werden. Fttr den Exponenten 
^ sind dabei immer noch die zwei Werte und 1 zulässig. 
Nennen wir daher eine Funktion r, deren Exponenten 
Qu Qi ' " Q^p-^-i den Bedingungen 16?) genügen, eine zu Q 
assoziierte Funktion, so giebt es zwei solche Funktionen, 
entsprechend den zwei für q noch zulässigen Werten 
und 1. Bezeichnet man sie mit r und r', so folgt aus 16?), 
dafs das Produkt r . r' gleich der fondamentalen Irratio- 
nalität s ist. 

Die algebraisch darzustellende Funktion 



Q = 



ü ß] (K + ^.)) 



WO 

n 
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ist, und n stets als von der Form n = 25^ — p angenommen 
werden kann, ist bis aaf einen konstanten Faktor bestimmt 
durch die Forderung, 00^ zu werden in den Nullpunkten von 

>^((w^ + ^^)) und an ax,h die Faktoren {—l)\ (— 1)^^ 
auszuscheiden. Es sei nun r eine der zwei zu Q assoziierten 
Funktionen, so dafs 

eine Funktion der Klasse ist. Multipliziert man diese 
Funktion mit der Determinante z/,», welche die p Nullpunkte 

von ^ ((m^ -j- ^t»)) ^ ihrer Abhängigkeit von den n Punkten 
yy festlegt, so ist das Produkt 

eine Funktion der Klasse, die für endliche Werte von z 
nicht 00 wird, und sich daher in der Form 

J^.r.Q = K,8-\-L 

darstellen läfst, wo K und L ganze Funktionen von z sind. 

Die linke Seite der vorigen Gleichung verschwindet in 
sämtlichen k {= 2m) Verzweigungspunkten, in denen r = 0^ 
wird, und dasselbe gilt von dem ersten Summanden K.s 
der rechten Seite; der zweite Summand L der rechten 
Seite mufs also auch in allen diesen Punkten verschwinden, 
d. h. L mufs durch r, und da es ganze Funktion von z ist, 
auch durch r^ teilbar sein. Setzen wir daher 

5 = r . /, 
so erhalten wir: 

wo IJ wieder eine ganze Funktion von z ist. 

Die Grade von K und i' in 2: ergeben sich aus dem 
Verhalten von J^i Q, »• und / für 2; = 00. 

Ftlr 2? = 00 bleibt Q endlich, während J^ in jedem 

^(n+jp) 

Blatte von T gleich 00 ^ wird; da femer, für -2; = 00, 

r und r' in jedem Blatte gleich 00 ^ und 00 ^ 

werden, so mufs in jedem Blatte für z = co\ 
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i^erden. K und L' sind daher in z von den Graden: 

17?) t? = i-(n + *— jp) — 1 und^ = i-(n+p — ifc) 

anzusetzen, nnd es ist: 

18?) ^^.Q = (6.^ + J,^«-i+... + 6,) 

. /-{- (c4i*-|-c^2»-i -f^ ..• + <?»)•»•. 

Die linke Seite dieser Gleichung yersehwindet in den 
n Nullpunkten /i • . . /r — /« von J^] die noch unbestimmten 

t?-|-a?-|- 2 = n-f- 1 

XoefiQzienten & und c der rechten Seite müssen daher so 
bestimmt werden, dafs auch die rechte Seite in diesen 
Punkten verschwindet, d. h. dafs die n Gleichungen 

(6;e:+6,0r'+...+Jv)r;+K+c,4"'+...+c,)r,=o 

(y = l,2...p) 

erfüllt sind. Hieraus ergiebt sich sogleich für Q die Dar- 
43tellungsformel 

19?) 

wo D die Determinante 



^ ^ D 



20?) D = 



f V f V— 1 t X 9 — 1 



t V f v — 1 t X ac— 1 



bedeutet, und C eine von 2r, d. h. von der Lage des Punktes 
{«, z) unabhängige Eonstante ist. — Berücksichtigt man, daCs 
Q, wie sein Ausdruck als ^-Quotient zeigt, in den Punkten 
(8, z\ («1, ^i) . . . {Bnj Zn) symmctrisch ist und dafs in der 

D 



algebraischen Darstellung 19?) der Quotient 



in den 
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n. Die hypenBiptifloheii FnnkdoBen. 



Koordinaten dieser Pnnkte ebenfalls symmetrisch ist, so folgt, 
dafs auch C in diesen n-\-l Punkten symmetrisch sein 
mnfs. Da aber C von («, z) unabhängig ist, so mufs es in 
gleicher Weise von den Koordinaten der n übrigen Punkte 
unabhängig sein. C ist also ein reiner Zahlenwert, der 
völlig unabhängig ist von der Lage der n -}- 1 Punkte 

(*> ^\ Yi • • • y» • 

Der Ausdruck fttr Q gestaltet sich sehr einfach, wenn 
n =|>, und daher 2q — p=p oder q = p 
angenommen wird. In diesem Falle ist 

^ = y(w + P — *) = P — Y' 



und es ergiebt sich für 



21?) 



Q = 









die algebraische Darstellungsformel: 

22?) Q=.C.^, 

wo C denselben Wert hat wie in 19?) und Z>', jfn die 
Determinanten : 



2)'= 



f m—l f m—'2 f J> — "» 



TmtZn TnZn • • • » « P^P 



— m 



« ** « ' p «*'M • • • » « 

z^ zP-^.,,z 1 

• • • *< X 



• • • '4 



, (i=2m> 



Zi Zi 



P P • • • Zp x 



(^1 ^«) • • • (^1 -^J») 



bedeuten. 



(ä^.i— z,) 



§ 20. Die Wnrzelfonktionen zweiten Grades. 155 

Die in 19?) und 229) auftretende Zahl C läfst sieh 
algebraisch durch die Verzweigungspunkte der hyper- 
elliptischen Fläche ausdrücken. Näheres hierüber findet 
man bei Herrn Pry m : Zur Theorie der Funktionen in einer 
zweiblättrigen Fläche, pag. 38 — 42 und pag. 47. 

Bei der im Vorigen durchgeführten Darstellung von Q 
sind die n Punkte ^i • . . yn als frei variabel angenommen 
worden. Läfst man einige derselben oder auch aUe feste 
Lagen annehmen, etwa in Verzweigungspunkte rücken, so 
ergeben sich entsprechend modifizierte Darstellungsformehl. 
Wir gehen hierauf nicht näher ein. 

Die Formeln 129) und 19?) liefern die algebraische 
Darstellung der Wurzelfunktion zweiten Grades P^ in 6?). — 



» ^» 



fi errot^ * ZieoiMB, Wittonbtrg. 



G. J. Göschen'sche Verlagshandlung in Leipzig. 
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ID afDeiiiafiscDe ip ttssesmitden 



Eine Sammlung 



von 



Oeduldspieien, Kunststücken und 
Unterhaltungsaufgaben 

mathematischer Natur. 

Von 

Dr. Hermann Schubert, 

Professor an der Gelehrtenschule des Johanncuins zu Hamburg. 

Orob^« lasf. in 3 Bdn. h Mk* 4. — fobd. Kleine An§f. i;ebd. Mk. 5.— 

Wie schon der Titel sagt, handelt es sich hier um kein streng wissenschaft- 
liches Werk, sondern um ein Buch, in dem der Verfasser allerhand Gedanken über 
Dinge niedergelegt ha', die mit der Mathematik in Berührung stehen und mit denen 
sich jeder Gebildete oft und gern in seinen Mussestunden beschäftigt. Es sind un- 
gezwungene kritisch-historische Betrachtungen und unterhaltende Plaudereien über 
«lle möelichen Probleme und Kunststücke^ die in einer auch dem Laien leicht fass- 
lichen Form vorgeführt, erklärt und ergänzt werden. 



ZtvöM Geduldspiele 

für Nichtmathematiker 

zum Zweeke der Unterhaltong historisch n. kritisch beleachtet. 

Von 

Dr. Hermann Schubert^ 

Professor an der Gelehrtenschule des Johanneums zu Hamburg. • 
Oririnell kartomniert Mk. 2.~. 
— Neue Ausgabe. — 

In einigen dieser Spiele dürfte jeder Leser alte Bekannte wiedererkennen, die 
ihm arges Kopfzerbrechen gemacht haben. Kinderleicht wird indessen die Arbeit, 
wenn man den Weisungen des Verfassers folgt. Derselbe begnügt sich übrigens nicht 
mit der Schilderung der Spiele und der Enthüllung ihrer Geheimnisse, sondern erteilt 
zugleich sehr anziehende kulturgeschichtliche Aufschlüsse. 



Der Name des Verfassers bürgt für einen gediegenen Inhalt, und somit dürften 
die Bücher nicht nur dem Mathematiker von Fach, sondern jedem, der sich nur 
einigermassen für diese Wissenschaft interessiert, ja überhaupt jedem denkenden, 
gebildeten Laien manche genussreiche Stunde schaffen. 



O. J. Göschen'sche Verlstgshandlung^ in I^eip^ig. 
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€kmetite der Stmometric 



von 



• Dr. OustaT HolsmMler. 



I. Band: Die Lehrsätze und Konstruktionen. Mit 282 Figuren. 

Preis broschiert Mk. 6. — , gebunden M. 6.60. 

II. Band: Die Berechnung einfach gestalteter Körper. Mit 

156 Figuren. Preis broschiert Mk. 10. — , gebunden 
Mk. 10.80. 

IIL Band: Die Untersuchung und Konstmlction schwierigerer 
Raumgebilde. Mit 126 Figuren. Preis broschiert 
Mk. 9*-^, gebundeh Mk. 9.80. 

IV. (Schluss-) Band erscheint im Herbst 1902. 

Dieses Werk dürfte wohl einzig in seiner Art dastehen, 
denn in so umfassender und gründUcher Weise ist die 
Stereometrie noch nicht behandelt worden. Das Wort 
„elementar" ist dabei so zu nehmen, dass die höhere Analysis 
und im allgemeinen auch die analytische Raumgeometrie aus- 
geschlossen bleiben, während die synthetische neuere Geometrie 
in üvin Kreis der Betrachtungen hineingezogen wird, soweit es 
die Methoden der darstellenden Geometrie erfordern. 

Alle Figuren, auf die ganz besondere Sorgfalt verwendet 
worden ist, sind streng konstruiert und fast jede ist ein Bei- 
spiel der darstellenden Geometrie. 

Trotz des elementaren Charakters geht diese neue Stereo- 
metrie weit über das übliche Ziel hinaus, giebt neben den 
Lehrsätzen umfangreiches Übungsmaterial, betont die Konstruk- 
tion und die Berechnung gleichmässig und wird somit an 
Vielseitigkeit und Gediegenheit des Inhalts wohl von keinem 
der hervorragenderen Lehrbücher erreicht. 

• ■ ■ 
Ausführliche Prospekte unberechnet und postfrei. 
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